Concursul national de matematica “Alexandru Myller”
Editia a III-a, martie 2005
Clasa a VII-a

Sa se determine neN astfel incat vV4n” +13n+4 Q.

ekock

Fie ABCD un paralelogram si punctul O situat in interiorul triunghiului ABD.
Consideram OQ || AD, Q « [CD], {M} = OQ N BD, OP || AB, P e [B(C],
OP N BD = {N}. Aratati ca Aovi= MQD T Appn daca si numai daca segmentele

[MN], [MD] si [NB] sunt laturile unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza [MN].
Petru Asaftei

Fie ABC un triunghi ascutitunghic si H ortocentrul sdau. Notam cu M mijlocul
segmentului [BC] si cu N mijlocul segmentului [4H]. Demonstrati ca MN=BC
dacd si numai daci m(ﬁ) =30°.

Adrian Zanoschi

Fie a, ne N*. Ardtati ca exista o infinitate de valori beN astfel incat
a/ba+1/b+1;..;a+n/b+n.
Gheorghe lurea
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1. Pentru ne N*, consideram numarul N(n) =n(n +1)(n + 2):(n + 3)(n + 4) + 120.
a) Aratati cd N(n) se divide cu (n + 5), oricare ar fi ne N*.

b) Aratati ca existd ne N* astfel incat numarul

N(n)
n

sa fie patrat perfect.
Artur Balauca, Doru Turbatu

. Fie a un numar real pozitiv, fixat. Consideram expresia

a—x—~a+x : o o :
E(x;y)= v v , unde x s1 y sunt numere reale care verifica relatia:
Ja-y+ia+y
2, 2_ 2
Xty =a.

Determinati minimul $i maximul expresiei (E (x; y))" ,pentrune {1, 2, 3}.
Dan Popescu

. Fie unghiul diedru («; ) cu masura mai mica de 45°. In interiorul diedrului

consideram punctele fixe A4 si B. Fie C simetricul lui B fata de a, iar D simetricul
lui C fatd de B. Notam {E} = ADNP si {F} = ECNa. Sa se arate ca, oricare ar fi
punctele M si N, Me f, Ne o, avem AE + EF + FB <AM + MN + NB.

Petru Asaftei

. Aratati cd pentru orice n > 2, ne N exista ay, ay, ..., a,€ R\ Q astfel incat
2 2 2 ) —0
a”+a, +..+a, —a,—2a,—..—na, =0.
Gheorghe lurea
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1. Se considera numerele reale a, b, ¢ diferite de — 1 cu abc = 1. Sa se arate ca daca
1 1 1 3

+ + ==
a+l b+1 c+1 2
atunci unul din numerele a, b, c este egal cu 1.

5

Gabriel Marsanu, Andrei Nedelcu

2. Fie ABC un triunghi de laturi a = BC, b = CA si ¢ = AB. Un punct P interior
triunghiului are proprietatea ca pentru orice dreaptd d ce trece prin P si
intersecteaza dreptele AB si AC in punctele distincte E respectiv F avem

1 N 1 _a +b+c .
AE AF bc
Sa se arate ca P este centrul cercului inscris in triunghiul ABC.
Gheorghe lurea, Petru Raducanu

3. a) Sa se determine numarul de siruri (a,),>; avand termeni intregi cu proprietatea
A, dyi°dy3 = - 1, oricare ar fin > 1.
b) Sa se demonstreze ca nu exista siruri (a,),>; avand termeni intregi astfel incat
Ay Qy+°ay3 = 2005 pentru orice n > 1.
Dinu Serbanescu

4.  Fie p>2 un numar prim si ¢ un numar natural nedivizibil cu p. Sa se arate ca

pf,{(—l)k _kz%}: (p-1Ng-1)

— 2
k=1
Dorin Andr ica, Titu Andreescu
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. 1) Aratati ca, pentru orice neN*, existd numerele naturale a;, a; ..., @, in
progresie aritmetica astfel incat media aritmetica a oricédror k dintre ele (1 <k < n)
sa fie numar natural.

i1) Stabiliti daca exista un sir strict crescator de numere naturale, cu proprietatea ca
media aritmetica a oricaror n (n € N*) termeni ai sirului sd fie numar natural.

. Fie ABC un triunghi cu m(ﬁ) < 90°. In exteriorul triunghiului 4BC se considera
punctele D si E, astfel incat DA = DB, EA = EC si m(AﬁB) = m(AEC ) =2m (121)
Demonstrati ca simetricul punctului 4 fatd de mijlocul segmentului DE este
centrul cercului circumscris lui ABC.

. Fie a, b, ce (0,0), cu a+b+c = 1. Demonstrati inegalitatea:
log, (a* + b* + ¢*) + log, (a* + b* + &%) + log, (a* + b* + ¢*) <
<alog,abc + b log,abc + c log.abc.

. Intr-o noapte, strizile unei localitati cu 2004 case au fost acoperite cu zipada.
Demonstrati ca se pot face poteci intre case astfel incat sa existe cate doud case
din care pornesc n poteci, pentru fiecare n =1, 2, ..., 1002.



1.

b)
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1 2005
Fie 4, Be M,(Z) cu proprietatea AB:(O : ] Sa se arate ca exista

De M ,(Z) astfel incat D* =BA.
Dinu Serbanescu

Fie Ae M ,(R) o matrice nesingulard cu proprietatile det (4 + ‘A) = 5 det 4 si
det (4 —‘4) = det A. Sa se arate ci pentru orice ridicind nereald w de ordinul cinci
a unitatii are loc relatia: det (w4 + ‘4) = 0.

Dan Popescu

Fie f:[0, ©)—R o functie continud pentru care lim /(%) =0. Fie (x,),>1 un sir de

X—>0 x

.- ~ A X . . .. < <
numere reale pozitive astfel Incat (—”J este un gir marginit. Sa se arate ca
n nx1

- f(x,)
lim———==0.
n—>0 n

Dorin Andrica, Mihai Piticari

Fie (a,),>1 un sir de numere irationale strict pozitive.

Sa se arate ca, pentru orice n€ N*, dezvoltarea binomiala (1 + a,)" admite un unic

termen maxim si sd se determine rangul »,€ {1, 2, ..., n+1} al acestuia.

Considerdm sirurile x, :an\/;, neN*si y, =(+a,)™,neN* Sa se arate ca

sirul (x,),e n+ €ste convergent daca si numai daca sirul (y,), e n+ €ste convergent.
Eugen Paltanea
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1. Fie f:[a, b]—R o functie continud cu proprietatea ca existd o constanta reald c,

astfel incat pentru oricare xe[a, b] existd ye[a, b] \ {x} cu I f(t)dt=c. Sa se arate
ca functia f are cel putin doua radacini in intervalul (a, b).
Eugen Paltanca

1 1/ x
2. Fie [0, 1]—R o functie crescatoare. Aratati ca, daca '[ f (x)dxzj-( f (t)dtjdxzo,
0 0\0

atunci f(x) =0, (V) xe(0, 1).
Mihai Piticari

3. Determinati functiile continue f:[0, 1]—[0, 2], care au proprietatea:
1 2

j x- f(xX)dx | = fxz- F(x)dx,(V)n eN*.

1

n+l

Gabriel Mirsanu, Andrei Nedelcu

4. Fie K un corp finit si f:K—K*. Sd se arate ca existd PeK[X] reductibil, astfel
incat P(x) = f(x), (V) xeK.
Marian Andronache
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