Clasa a lll-a

1. a) Dela 7:451a 13 : 35 sunt 6 "jumatdti" de ora: 8.30, 9.30, 10.30, 11.30, 12.30 si 13.30, pentru care ceasul
bate de 6 ori.

Apoi, la orele fixe ceasul va bate de inc& 8 +9 + 10+ 11 4+ 12 + 1 = 51 ori (la ora 13 bate doar o singurd
dati).

In total ceasul bate de 51 + 6 = 57 ori.

b)10=1424+7=1+34+6=14+4+5=2+3+5.

2. Numadrul maxim de baghete care pot fi oferite este 28 gi se obtine daca intarzie toti cei 7 prieteni:
14+24+3+4+5+64+7=28.

Dar s-au oferit 22 de baghete. Cum 28 —22 =6 i 6 = 1 + 2+ 3, rezultd ca au 3 prieteni au venit la timp si
au intarziat 7 — 3 = 4 prieteni.

3. Sunt 2+ 3+ 547 = 17 familii cu cel putin doi copii, iar in aceste familii sunt 51 de copii.
Restul de copii provin din familiile cu un copil, deci sunt 60 — 51 = 9 familii cu un copil
Insemana ca sunt 30 — 9 — 17 = 4 familii fara copii.

4. Magicianul are 47 de bile albe (10 in cutia rosie, 20 in cea albastrd si 17 in cea galbend) si 55 de bile negre
(18 in cutia rogie, 22 in cea albastra si 15 in cea galbend). In total are 102 bile.

Clasa a IV-a

1. a) Suma este 240. b) Diferenta dintre rezultatele obtinute provine din numerele cirora li s-a schimbat semnul.
Cum 240 — 118 = 122, rezultd cd suma numerelor cu semnul schimbat este 122 : 2 = 61. Singurele numere
cu suma 61 din suma data sunt 25 si 36.

2. Ca si poatd imprejmui gradina cu 5 randuri, folosind 850 m de sarmi, perimetrul gradinii ar trebui sa fie
850 : 5 = 170 m. Daca 1&timea rdméane la fel, atunci lungimea ar trebui si fie egald cu (170 — 2 x 30) : 2 = 55
m. Deci lungimea trebuie micsorata cu 65 — 55 = 10 m.

3. Fie abcde un numar ca in enunt. Cum a, b, ¢, d, e sunt distincte, rezultd cd a < b < ¢ < d < e sau
a>b>c>d> e (nuputem avea diferente in sens crescdtor si apoi descrescitor, pentru cd s-ar obtine cifre
egale). Sunt posibile solutiile: 13579, 97531 si 86420.

4. Folosind o singura cifra impara, se pot numerota primele 5 pagini. Folosind numere de doud cifre impare se
pot numerota gi urmatoarele 5 x 5 = 25 agini, iar cu numere de trei cifre impare se pot numerota urmatoarele
5 X 5 x b =125 de pagini.

Agadar, a 50-a pagind este a 20-a pagind numerotatd cu trei cifre impare.

Cum sunt 25 de numere de trei cifre impare care incep cu 1, rezultd ca numérul de pe a 50-a pagina incepe
cu 1, iar ultimele sale doud cifre formeaza al doudzecelea numéar format cu doud cifre impare, adica 79. Numarul
cautat este 179.



Clasa a V-a

1. Fie a < b < ¢ < d < e numerele considerate. (1p)

Atuncib>a+1,c>a+2,d>a+3sie>a+4,deci12=a+b+c+d+ e > 5a+ 10. Rezultd 5a < 2,
deci a =0 (1p)

Ca urmare, b+ c+d+e = 12, b > 1. La fel ca mai sus, avem ¢ > b+ 1,d > b+ 2, e > b+ 3, deci
12=b+c+d+e>4b+6, de unde 40 < 6. Cum b > 1, rezultd b = 1. (1p)

Obtinem ¢ > 2sic+d+e=11. Apoi,dind > c+1,e > c+2,deci 11 =c+d+e > 3c+ 3, de unde 3¢ < 8,
adicd ¢ < 2. Cum ¢ > 2, rezultd c=2sid+e=29. (1p)

Solutii sunt d =3 sie=6saud =4 gi e =5. (1p)

Cele 5 numere pot fi 0, 1, 2, 3, 6 care au suma patratelor 50, si 0, 1, 2, 4, 5, care au suma pétratelor 46. (2p)

2. Resturile impartirilor numerelor naturale la 20 sunt mai mici decat 20. (1p)
Insuménd cele mai mici unsprezece numere naturale neprime obtinem

0+14+44+6+8+9+10+124+14+ 15416 =95 < 113. (2p)
Insumand cele mai mici unsprezece numere naturale neprime si nenule obtinem
1444+6+84+94+10+124+14+15+ 16+ 18 = 113. (2p)

Deoarece suma resturilor trebuie sa fie mai mare decat 113 si termenii sumei sunt diferiti gi mai mici decat
20, rezultd cel putin unul dintre resturile obtinute este numar prim. (2p)

3. Din enunt se obtine 190b + 4d + 1 = 1000 (d — a) + 70c + a. (2p)
Rezultd de aici cd d —a < 1, de unde d = a sau d = a + 1. (2p)
Cazul d = a conduce la contradictie, iar in cazul d = a + 1 se obtine unica solutie a =5, b=7,¢c=5,d = 6.

(3p)

4. Daci p* se scrie ca suma a n > 2 numere naturale consecutive, iar cel mai mic dintre aceste numere este
m + 1, rezulta ca

nn+1
PP=m+1)+m+2)+..+(m+n) :mn—i—%,
de unde rezults ci n (2m +n + 1) = 2p*. (2p)
Cum n < 2m +n + 1, iar p este prim, sunt posibile doud situatii:
= 2pa
n= 2pu " k—a a
—a __ _ < .
(a){Zm—&-n—l—l:pk_a & P 22p 1 ,undea€eN,a<k
Cum n < 2m +n + 1, rezultd 2p® < p*~@ si, avand in vedere ci p > 3, rezulti a < k —a < 2a < k.
e Daca k este par, kK = 2s, numarul a poate lua valorile 0, 1, ..., s — 1, deci sunt s valori.
e Dacd k > 3 este impar, k = 2s + 1, numaérul a poate lua valorile 0, 1, ..., s, deci sunt s 4+ 1 valori.
n=p® n=p
= bea _ oa_ <
(b) { omtntl=2pp0 T o2 2p“ | ,undea€N, a<k.

La fel, din n < 2m +n + 1, rezultd p® < 2p*~¢ i, avand in vedere cd p > 3, rezultd a < k —a < 2a < k. In
plus, cum n = p* > 2, rezultd a # 0.

e Dacd k este par, k = 2s, numarul a poate lua valorile 1, ..., s, adica s valori.

e Dacl k > 3 este impar, k = 2s + 1, numairul a poate lua valorile 1, ..., s, adicd s valori. (4p)

Numind "solutie" o modalitate de scriere a numirului p* ca suméd de n numere consecutive, din analiza
cazurilor (a) si (b), rezultd cd atunci cAnd k este par, k = 2s, se obtin s solutii in cazul (a) si s solutii in cazul
(b), adicd 2s = k solutii in total, iar atunci k este impar, se obtin 2s + 1 = k solutii (s + 1 solutii in cazul (a) si
s solutii in cazul (b) ). In fiecare caz obtinem k moduri de scriere.

R -1 1
Observatie: In cazul k£ = 1, se obtine a = 0, n = 2, deci p = p? + I% Avand in vedere cd pentru
-1
p = 3, avem P> _ 1, sunt posibile doud scrieri ale lui p = 3 ca suma de numere naturale consecutive:

3=14+2=0+1+2. (1p)



Clasa a Vl-a

1. Presupunem prin absurd cd a # b, spre exemplu a > b. Atunci:
a+2'=b+2=2-2"=a-b=2"(2"""-1)=a—0 (2p)

Notand a — b = m, m € N*, rezult 2° (2™ — 1) = m, de unde 2 — 1 < m. (2p)
Dar 2" —1 =142+ ...+ 2™1 > m, de unde rezultd ci 2™ — 1 = m. Atunci 2° = 1, adicd b = 0, ceea ce

m termeni

nu este posibil. (2p)
Agadar, presupunerea ficuté este falsd, deci a = b. (1p)

2. Fie z numdrul cautat. Conform ipotezei, x = 3a+ 1 =5b+ 2 = 7c+ 3, unde a,b,c € N*. (1p)

Din egalitatea 3a =5b+ 1 rezultda 3 |50 +1=3|b—1=0b=3k+ 1, k € N, deci x = 15k + 7. (2p)

Deoarece = 7c+ 3, rezultd 15k + 7 = 7c+ 3, de unde 7 | 15k + 4. Obtinem 7 | k + 4, deci k = 7p+ 3, unde
p € N. Ca urmare, z = 105p + 52. (2p)

Impunénd conditia z < 9999, rezultd 105p + 52 < 9999, de unde p < 94. Se obtine z = 105- 94 + 52 = 9922.
(2p)

3. Suma din enunt contine p + 1 termeni de forma (a,a + 6), unde a € N.

Dacd d = (z,z +6), unde z € N, atunci, din d | z si d |  + 6 rezultd d | 6, deci d € {1,2,3,6} . (2p)

Apoi, dacd d = (z,x +6), atunci d = (z + 6,2 + 12) i, in general, d = (z + 6y,x + 6z), pentru orice
Y, 2 € N. Obtinem:

- daci © = 6k, k € N, atunci (z,z + 6) = (6k,6k +6) =6

-dacd x =6k + 1, k € N, atunci (z,2 +6) = (6k+ 1,6k +7)=(1,7) =1

- dacd ¢ = 6k + 2, k € N, atunci (z,z + 6) = (6k + 2,6k + 8) = (2,8) =2

- dacd © = 6k + 3, k € N, atunci (z,z +6) = (6k+ 3,6k +9) = (3,9) =3

- dacd x = 6k + 4, k € N, atunci (z,z + 6) = (6k + 4, 6k + 10) = (4,10) = 2

- dacd x = 6k + 5, k € N, atunci (x,z + 6) = (6k + 5,6k + 11) = (5,11) =1 (2p)

Imp#rtim suma daté in succesiuni de 6 termeni, fiecare succesiune avand suma 6 + 14243+ 2+ 1 = 15.
(2p)

Intrucat 2010 = 134 - 15, rezultii c& suma datd contine exact 134 - 6 = 804 termeni, adicd p + 1 = 804, de
unde p = 803. (1p)

4. Numerele prime cu 10 sunr cele care au ultima cifrd 1, 3, 7, 9. (1p)

Daca ultima cifrd a numarului p este 1, atunci ultima cifrd a lui 9p este 9, deci 0 = ag, = a9 + a,, de unde
rezultd a, = 0. (2p)

Daca ultima cifra a numarului p este 3, atunci ultima cifra a lui 3p este 9, deci 0 = az, = a3 + ap, de unde
rezultd a, = 0. (2p)

Daca ultima cifrd a numarului p este 7, atunci ultima cifra a lui 7p este 9, deci 0 = a7, = a7 + ap, de unde
rezultd a, = 0. (2p)



Clasa a Vll-a

1. S& presupunem ci existd numerele prime impare p; < p2 < ... < p, (n > 2) astfel incat
P+ p3+ .+ p2 = 2010. () (1p)

Intrucat pétratul oricsrui numir prim impar este de forma 8k +1 (k € N*), (1p) rezulti c& 2010 = Mg +n,
(1p) decin = Mg +2 € {2,10,18,...}. (1p)

Pentru n > 10, observam ca primele 10 numere prime impare sunt 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 si
232 4292 + 312 = 2331 > 2010, egalitatea (*) nu poate avea loc. (1p)

Pentru n = 2, rezulti ci p? + p3 = 2010. Daca p; = 3, rezulta p3 = 2001, imposibil. Daci p; > 3, atunci p?
si p3 sunt de forma Mz + 1, deci 2010 = M3 + 2, fals. (2p)

2. Suma numerelor de la 1 la 2010 este 1005 - 2011. (1p)

Impértind numerele de la 1 la 2010 in grupe de cate 15 numere, obtinem 134 de grupe. (2p)

Atunci, pentru orice ordonare, existd o grupd cu suma termenilor egald sau mai mare decat 1/134 din suma
numerelor de la 1 la 2010, adicd 15082, 5, deci cel putin egald cu 15083 = 7- 2011 4+ 1006. (2p)

Constructia unei ordonéri in care nu existd 15 termeni cu suma mai mare de 15083. (2p)

3. Solutiilesunt r =2=1,y=0gix=2,y=1, 2= 2.
Daca y = 0 atunci :
e pentru = 1 avem solutia 2 = z = 1; (1p)
e pentru z > 2, analizand modulo 9, deducem z par, z = 2t. In acest ultim caz ecuatia este 3% =
(7t — 2)(7 + 2), deci ambele paranteze trebuie si fie puteri naturale ale lui 3 — imposibil, deoarece au diferenta
4. (1p)

Daci y > 1 atunci, analizand modulo 5, rezultd din nou z par, z = 2¢, deci ecuatia devine 3%5Y = (7t —
2)(7t +2). Deoarece diferenta celor dousi paranteze este 4, doar una dintre ele poate fi divizibild cu 3, respectiv
5, (1p) deci sunt posibile cazurile :

o7t —2=1,7"+2=3%5Y — imposibil;

o 7t —2=23% 7'+ 2 =5Y — imposibil, deoarece 7! — 2 nu poate fi divizibil cu 3; (2p)

o7t —2 =5Y T'4+2 = 3% cazin care 3* —5Y = 4. Situatia y = 0 nu convine, iar pentru y > 1, analizand
modulo 5 deducem x par, x = 2u, apoi 5Y = (3" — 2)(3" + 2), egalitate posibild doar pentru u = 1. In acest caz
obtinemz =2, y=1, z=2. (2 p)

4. Avem m(ABC) = m(ACB) = 35° si m(DBC) = 30°, m(DCB) = 25°. (1p)
A
Fie E € Int(@) astfel incat triunghiul ABE si fie echilateral. (3p)
) Atunci m(E/BTZ') = m(D/C\B) = 25°, de unde CD || BE.
Deoarece m(@) =50° si [AF] = [AB] = [AC], triunghiul
AEC este isoscel si m(A/E\C) = m(@) = 65°.
Rezultd m(B/C’E) =30° = m(D/B>C)7 deci BD || CE.
Ca urmare, patrulaterul BEC D este paralelogram, de unde
obtinem [CD] = [BE] = [AB] = [AC], adic4 triunghiul CAD
este isoscel. Obtinem m(m) = % (180° - m(@)) = 85°. (3p)




Clasa a Vlll-a

1. Daci (z,y) este solutie, atunci  + y > 0. Presupunand = + y > 1 obtinem din prima ecuatie

2ry a4y’ 2wy (@+y)’

1:x2+y2+ =
r+y r+y r+y r+y

fals. O contradictie similard se obtine presupunand = + y < 1. Ca urmare, x +y = 1 si din a doua ecuatie se
obtin solutiile 1 = 1 gi 29 = —2. Solutiile sunt (1,0) si (—2,3). (4p)

1 k
2. Fractiile din gir egale cu numarul rational 3 sunt de forma % unde k € N*. (2p)
R 1 2 -1
In grupul de fractii de forma [ —, —, ..., n , ﬁ, L, L, e ny care contine 2n — 1 fractii —
n n n n n—1 n-—2 1

apare numarul rational 3 dacd gi numai dacd n este par, iar intr-un astfel de grup este a n -a fractie. (2p)

1 i
Ca urmare, 3 apare a n -a oara pe pozitia

143454+ ..+2-2n—1)—1]+n=02n—-1)+n=4n>—3n+1. (2p)
Ca urmare, aso1p = 40192 + 2010 = 16 154371. (1p)

3. (=) Daca triunghiul ABC este echilateral, atunci centrul cercului inscris coincide cu centrul de greutate, iar
A’, B, C' sunt mijloacele laturilor triunghiului. Rezultd AA" = BB’ = CC’ = 3r, de unde se obtine egalitatea

din enunt. (2p)
. X _ B . AB BC CA
(<) Intrucat [AB’] = [AC'], [BC'] = [BA] si [CA'] = [CB'], rezultd 1C BA OB

reciprocei teoremei lui Ceva, dreptele AA’, BB’ gi CC’ sunt concurente intr-un punct P. (1p)
prPA PBC
Notand S = o [ABC], rezultd = %, de unde

= 1. Conform

N[

I _ 1 o[PBC] 1 §-BC-dist(P.BC) _ 1 BC-PA'"_BC

AAT TS PA S PA =25 PA 25"
cu egalitate dacé gi numai dacd PA’ = dist (P, BC), sau altfel spus, AA’ 1. BC. (2p)

1 CA 1
Analog se obtine c& B < 55 si Yol < 55 U egalitate dacd si numai dacd BB’ 1. CA si CC' 1 AB.

Sumand inegalitatile obtinute, rezulta

1 N 1 n 1 <AB+BC+C’A_£_1
A4 BB CC' 25 S
Relatia din enunt corespunde cazului de egalitate, deci AA" 1 BC, BB' 1 CA si CC’ 1L AB, adici P este
ortocentrul triunghiului ABC.
Deoarece AA" | BC si IA’ 1 BC, rezultd ca I € AA’ i analog, I € BB’, I € CC’. Ca urmare, in triunghiul

ABC, centrul cercului inscris gi ortocentrul coincid, deci triunghiul este echilateral. (2p)

4. Notand M,, = cmmmc[1,2,...,n], se obtine, prin calcul, cad M7 = 420, Mg = 840, My = M9 = 2520. (1p)

Egalitatea My = Mo apare intrucat factorii primi din descompunerea lui 10 sunt deja in multimea factorilor
primi ai numerelor din multimea {1,2,...,9} . Suntem condusi la ideea c& M,,_1 = M,, dac8 si numai daci n nu
este de forma p* (o putere a unui prim). (2p)

Vom demonstra acest lucru. Daci n nu este de forma pF, atunci n se poate reprezenta sub forma n =
pItps?..p%r, unde r > 2. Fiecare pj" este mai mic decat n, deci este factor al lui M,,_1, adic& M,,_1 = M,,.
(2p)

Daca M,,_1 = M, atunci, presupunand ca n = p®, rezulta ca p® nu poate apare in descompunerea in factori
a niciunui numdr din multimea {1,2,...,n — 1}. Dar M,,_1 = M, deci p® este factor in descompunerea unuia
dintre numerele 1, 2, ..., n — 1, contradictie. (2p)



Clasa a IX-a

1. Adunand inegalitatea

@ B 1 1 >3§/a2 o1 11 ©)
2 2 18-81 a2~ 2 2 18-81 a2b2 6

>3- (2p) )

1 1 1 1
cu analoagele, obtinem a? + b% + ¢? + TS <a2b2 t st b202>

1 1 1
Din inegalitatea mediilor, avem 9= a3 + b3 + &3 > 3abe, deci abe < 57 sau, echivalent, — > 27. (1p)

abc
1 1 1
Atunci —— + 55 + 55 > 3 > 3. /274 = 243, (1p) de unde rezulti
a?b?  a?c? b2 T 4
(abc)
1 1 1 1 1 1457
1-— — | >|1- 2243 = —— (2 2
< 18-81) (a2b2 tae T b2c2> = ( 18~81> 5 (%) (2)
1 1 1 1 14
Adunand inegalitatile (1) si (2), rezultd a? + b* + 2 + E T astEazs T % = ? Egalitatea

1
are loc pentru a =b=c= 3 (1p)

1
Comentariu metodic. Inegalitatea (0) se deduce exploatand cazul de egalitate a = b = ¢ = —. Astfel,
2 1
cautam a > 0 astfel incat, in suma — + — + « cei trei termeni ai sumei sa fie egali pentru a = b = —.

. 2,2 a2b?’ 3
Se obtine — = « - 81, de unde « = .
: 18 18- 81
2. Notam cu A valoarea comuna a rapoartelor din enunt. Avem
— 1 A 1 A 1 = A =
NM =70 — e = = =) = s o | = ——PB+——QC. (2 1
M TN (1)\TB+1)\TC> <1/\TP+1)\TQ> T BrTec @) ()

Considerdm punctele P’ € (AB) si Q' € (AC) astfel incat [AP'] = [PB] si [AQ'] = [QC]. Dacd A’ este
punctul in care bisectoarea unghiului BAC intersecteazd P’'Q’, atunci

A'P'" AP PB

- = - = — = 2
— A —

Ca urmare, AA’ = 7)\AP’ + 1714@’ = 7)\PB + 7QC’ (2p) Din relatia (1) rezultd NM = AA'
de unde se obtine concluzia. (1p)
3. Din ipoteza rezulta relatiile

az—ai = @406 ..02,(A2n 41 — A2n—1) (1)

a4 — a2 = Aasar... a2n+1(a'2n+2 - a'2n) (2)
Deoarece a,, > 0 pentru n > 3, relatiile (1) si (2) aratd cd sirurile S : a1,as,as5,... si T : a2, a4, ag, ... sunt

monotone.

In cazul a1 # as si as # a4, termenii sirului divid constante nenule, deci sirul este marginit. Reiese ci S si
T sunt constante de la un rang incolo, iar din (1) si (2) deducem c& S si T sunt constante ,de la inceput” —
contradictie.

in cazul a1 = az $i as = a4 reiese ci S gi T sunt constante, iar aceste constante verificd s + t 4+ 2010 = st,
adicd (s —1)(t — 1) = 2011. Cum 2011 este prim, avem cazurile s = 2, t = 2012 gi s = 2012, ¢t = 2. (3p)

In cazul ay % a3 si as = ay4, T este constant §1 az—ay; =t"" 1(a2n+1 —a9p—1), deci t"~ I divide numé&rul nenul
a3z — ay, ceea ce nu se poate decat dacd t = 1. In acest caz, sy = 1 i (ag,L+1)n>0 este o progresie aritmetica cu
ratia 2011, deci agp+1 = a1 + 2011n. (2p)



In sfarsit, in cazul a; = as si ag # a4 obtinem analog as,—_1 = 1 §i ag, = as + 2011n. (2p)

4. Numim convenabil un numar n pentru care [n\/?] este o putere a lui 2. Presupunem ca existda doar un
numdr finit de numere convenabile. (1p)
Fie k astfel incat 2% > [n\/ﬂ , pentru orice n convenabil. Fie ¢ unicul intreg pentru care ¢v/2 < 2F <

(q+1)\/§§ir:2k—q\/§; atunci 0 < r < /2. (2p)

2 )
Exista un unic intreg 57 > 0 pentru care g < 271 < /2; atunci avem:

V2—1<2ir =21 (20— qv2) V2,

sau, echivalent, ‘ _ )
(q.2J+1)ﬁ71<2j+k§(q~2]+1)\@. (3p)

Notand g -2/ + 1 = m, obtinem [m\/i] = 20tk deci m este convenabil, contradictie cu definitia lui k. (1p)



Clasa a X-a

1. Pentru y = 0 obtinem f (z) = f (0)+z (g9 (z) + g (0)), Vo € R, si, ca urmare, f (y) = f (0)+y (g9 (y) +9(0)),
Yy € R. (1p) Scdzand aceste relatii, obtinem

f@)—fy)=29()—yg(y) +(@x-y)g(0) = (z-y)(g(@)+g) =29 () —yg(y)+(z—y)g(0),

echivalent cu z (g (y) — g (0)) =y (g (x) — g(0)). (2p)

Pentru y = 1, rezultd g(x) = z(g(1) —g(0)) + ¢(0) si, notand a = ¢g(1) — ¢g(0) si b = ¢(0), rezultd
g (z) =ax +b, Vz € R. (2p)

Atunci f (z) = £ (0) + = (az + 2b) = az? + 2bx + ¢, unde am notat ¢ = f (0). (2p)

Prin inlocuire, se verificd faptul c& functiile de forma f (z) = a2? + bz + ¢ si g (z) = az + b sunt solutii ale
ecuatiei functionale din enunt, pentru orice a, b, c € R.

not

b
2. Notdm |a| = |b| = |c| =7 > 0 si p = abe. Daci a = a® + Le R, atunci @ = @, de unde
a

5 2 (a® + r2be) r? a3 + be r? a*+p
A tbe=— o — = — = ————
abc abc a3+ r2bc p  at+pr?

. . o2 a® + be b + ca A+ ab
si, procedand analog, rezultd e - B e - P rea - Bt rRab (2p) (1)

Apoi,

2 (@ +be) = (P tea) @ —bP—cla—Db) agp a’+ab+b? —c (2p) @)
abc (a3 +1r2bc) — (b3 +r2ca) a3 —b3 —r2c(a—0b)  a?+ab+ b2 —ric P

a) Dacd a + b # 0, adundnd numératorii si numitorii fractiilor din mijloc in sirul de rapoarte egale (1) si
simplificAnd cu a + b, obtinem
2 2 2
T a®—ab+b"+c
= (3)

abc  a?—ab+b% +r2c’

Din (2) si (3) rezultd

72 a’?+ab+ 0> —c a2 —ab+b%+c (a2+ab+b2—c)+(a2—ab+b2+c)

@:cﬂ—&—ab—i—lﬂ—r%_ a2 —ab+b2+r2c (a2 +ab+ b2 —r2c) + (a2 — ab + b2 + r2c)

)

deci abc = 72, de unde 7® = |abc| = 72, adici r = 1 si in final abc = 1.
b) Dacd a + b =0 si a + ¢ # 0, procedand analog obtinem tot abc = 1.
¢) Daci a+b=0gia+c=0, rezultd b = ¢, fals. (3p)

3. Evident, a > 1, si atunci 2¢ < 2% + log, a = n?, de unde rezultd a < 2log, n. (1p) Apoi, avem:

2log, n))

1
n? =2 +log, a < 2° + log, (2logy n) = a > log, [n* — log, (2log, n)] = 2log, n + log, (1 _ logy( 5
n

n? n?
Aplicand inegalitatea lui Bernoulli, avem

1_ log, (2logy n) \ " “1—n- log, (21og, 1) —1_ log, (21og, 1)
n? n? n

1 21 1 1 21 "o
Este suficient sa aratam ca log, <1 — og2(og2n)> > ——, echivalent cu <1 — 0g2(og2n)> > 3 (1p)
n

, (3p)

log, (2log, n)
n

. 1 : .
deci raméne sd demonstrdm acum ca 1 — > 3 sau, echivalent, 2log, (2log,n) < n, adicd

log,n <2271



Notand log,n = p > 1, rezultd n = 27, iar ultima inegalitate se scrie p < 22° ~1. Aplicand din nou
inegalitatea lui Bernoulli, avem

92l 14 T s 1= s 14 (p—1) = . (2p)

4. (=) Presupunem ci existd o functie f cu proprietatea P. Vom arita ci f (1) = n. Intr-adevir, presupunand
cd existd k > 2 astfel incat f (k) = n, rezulta:

gk) = SO EF@) +ot [k Jrnn{f *nﬂ"( D+ }
P4+ F@) 4t b n—n{f A G )+1}:
= F)EF@) et f +n—(n[f Rttt )}+1>:g(k—1),
contradictie cu injectivitatea functiei g. Calunuwe,f(l n si atunci g (1) = 0. (2p)
Daci n ar fi impar, din g (n) = (”2+1 [ : 1] ar rezulta g (n) = 0 = g (1), contradictie. Ca urmare,

n este par. (1p)
<) Vom demonstra ca functia f : {1,2,....n} — {1,2,...n}, f (k) = n+ 1=k, kimpar ,unde n € N*
k—1 k par

este un numar par, are proprietatea P.

Pentruoricekel,gavem:{ J+F@) 4.+ [ 2k 1) =k(n—1)+1 , deci

() f2)+ .+ [(2k) = k(n+1)

« g@h—1)=k(n-1)+1-n|" ,(,11)] =k(n-1)+1-n [k—kﬂ :{ 27k+1,7llj:;é
o B +1)

e g(2k)=k(n+1)— :k(n—|—1)—n-[k—|—fj=k(n—|—1)—nk=kj.

Este evident c& dacd a,b € {1,2,...,n — 1} au aceeagi paritate, atunci g (a) # ¢ (b) . Presupunand c& exista
k,j € 1,5 astfel incat g (2k —-1)=gyg (2]) ar rezulta j = 0 sau j = n— k+ 1, imposibil. Asadar g este injectiva.
Deoarece domeniul de definitie si domeniul de valori al functiei g sunt multimi finite cu acelasi cardinal, rezulta
cd g este bijectiva, deci f are proprietatea P. (4p)
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Clasa a Xl-a

n n - n
A o (k) (U oT (P -1
1. Notand z, —Z k) avem x, = 27 = unde p =co7 ' €5,. (2p)
k=1 j=1 j=1
n
Cu un rationament standard, sau cu inegalitatea re-aranjamentelor, se probeazd cd suma Z cu

© € Sy, este minima cand ¢ (j) = 4, Vj = I, n (adicd ¢ = e) si maximi dacd ¢ (j) =n —j + 1, (2p) deci

] @ n—j+1 1 1
I Z <Z (n+1)<1+2+...+n —n.
j=1 j=1

Rezulta ca

1 1 o(k) _n+1 1+3+..+1 1
<= < . 2 no_—, 2
n_n2kz::17(k)_ n n n (2p)
1+14..41 1 &Kok
Aplicand lema Cesaro-Stolz, rezultd lim —2——"—" — 0. Obtinem lim — Z =0. (1p)
n—00 n n—oo N2 P 7 (k)
a 0 0
2. a) Multimea A contine matricele de forma [ 0 ae 0 ,cua€C*sice € C\R, &® =1. (2p)

0 0 ae

b) Fie f (z) = 23 — Tr (A) 22 4+ Tr (A*)  — det A polinomul caracteristic al matricii A. (1p)

Dacd A1, A2, Az sunt rdd&cinile lui f, atunci Tr(A4) = A1 + A2 + A3, Tt (A2) = A4+ A2+ )\g = 0 si
Tr (A*) = M2 + AaAs + A3\ = 0, de unde rezultd c& Tr (A) = 0, deci f (z) = 2* — det A. (2p)

Daci A ar fi inversabild, din A%> = AB ar rezulta A = B, contradictie, deci det A = 0 si atunci fa (z) = 22,
de unde 43 = Os.

Deoarece A? = AB, rezultd A2B = A3 = Os si, apoi, AB? = O3. Daci B ar fi inversabild, ar rezulta A = Os,
contradictie, deci det B =0.

Intrucat polinomul caracteristic al lui B este g(z) = 2® — det B (ca mai sus), rezultd g (z) = 3, deci

3= 03. (2}))

3. a)Prin inductie se demonstreaza cd a,, € (0,1) pentru orice n > 1, deci (an),,~, este marginit.

Cum apy1 —ay, = — sin? a,, < 0, Vn > 1, rezulta ca (an)n>1 este strict descrescator gi, fiind gi marginit, este
convergent. Notand A = lim a, (0 < A < 1), prin trecere la limit in relatia de recurentd se obtine A = 0. (1p)
n—oo
Intrucat
2 . 2 2
. n+1l)—n .a a . sina a
hm(l)lzhm”“.<.”> — lim l—an-< n) '<.n ) _,
nooo oo — o= n—oo  an, sin a,, n—oo an sin a,,

n
conform Lemei Cesaro-Stolz rezulta ci lim —— = 1, adicd lim na, = 1. (2p)
n—oo

n—oo —
an

b) Pentru orice p € N sirul (b,), -, este strict crescitor, deci are limita in R.
Pentru p = 0 avem b,, = n — oo. (1p)
Pentru p = 1, s& observim ci, intrucat na, > 0, Vn > 1, si na, — 1, existd a € (0,1) astfel incat na, > a,
pentru orice n > 1. Atunci
bnza(1+1+1+...+1) — 00,
2 3 n

de unde rezultd ci b,, — co. (lp)
na . sina oo __ sina,
“>0,Vn>1,si " — 1, rezultd ci existd b € (0, 1) astfel incat L
n an
pentru orice n > 1. Atunci, pentru orice n > 1, avem:

Daca p > 2, din faptul ca > b,

1
b2

n
2, .2
by, <ai+a;+.. Z_: sin’ ay, = = =k

n a1 — Gpy1 a1
Z( k= Q1) = ——mt <
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deci sirul (by,),,~, este marginit. Ca urmare, (by),~, este convergent pentru orice p > 2. (2p)

n ]_ n ]_

4. a) Cum a, > a1 - k! > k!, Vk > 1, rezultd ci |z,| < > — < > o < 2, deci girul (z,,),,~, este marginit.
k=10k k=1 F: -

(2p)

Pentru orice n > 1, avem
1 1 . 1 1
Tan4+1 — T2p—1 = —— — >0 51 Tan4+2 — T2p = - < 07
a2n a2n+1 a2n+42 A2n41

deci (mgn_l)n21 este strict crescétor, iar (xgn)n21 este strict descrescétor.
Fiind monotone si mérginite, sirurile (z2,-1),,~; $i (25),,~; sunt convergente. Notand a = lim x9,_; si
= = n— o0

= lim x,,din 0 <z, — T2p—1 = — — 0, rezultd cd a = B, deci sirul (z,,),,~, este convergent. (1p)
n—oo Ao =
b) Presupunem ci lim z, = 2, cup,q € Z, q > 0. Pentru orice n > 1 avem zg9,_1 < P < Xoy, deci
P 1
0<=—m9p_1 < Toy, — Top_1 = —. Ca urmare,
q a2n
2q—-1 k
1 -1
O<B—x2q_1<—<:}0<pa2q—qa2q~ Z (=) <1,
q Q24 1 Gk
2q—1

(-1)"

ag

contradictie cu pasq —qasg- E

k=1
(4p)

€ Z (cici ag, | azq, pentruorice k = 1,2¢ — 1). Ca urmare, lim z,, € R\Q.
n—oo
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Clasa a Xll-a

1. Din 2y = y?z, obtinem

1 -1

= 2?yx2 (3p)
7

xymfl = y2 = y4 = (chzfl) . (a:y:rfl) = :cyQ:lf = (myafl) x

Analog, 48 = z3yz=3, Y16 = plyz—1, y32 = 2By, b = 2Byz—6, Y128 = Tyg—
Cum 127 este numdr prim si y # e, rezulta ord (y) = 127. (1p)

=y, deci y1?7 = e. (3p)

2. Vom demonstra mai intai ci, dacd G este comutativ, atunci G,Gp = Ggy.

Cum (a, b) = d, existd v,w € Z astfel incat d = av + bw. Dacil 2% € Gy, avem z¢ = (2°)* (z)" € G, Gy,
deci G4 C G,Gy.

Intrucat a = day, b = dby, aq,b1 € Z, pentru orice z,y € G avem 2%y’ = (x‘“ybl)d € Gy, deci G,Gy C Gy.
(3p)

(<) Daci (n,d) = 1, existd u,t € Z astfel incat du + nt = 1, de unde rezultd ci, pentru orice z € G, avem
x =zttt — (z9)% € Gy, deci G C Gy C G, adici Gy = G,Gy = G. (2p)

(=) Dacd G,G, = G, atunci G4 = G. Notand (n,d) = s gi presupunand s # 1, din teorema lui Cauchy
rezultd ca existd un element = de ordinul p al lui G, unde p este un divizor prim al lui s. Atunci 2P = e, si, cum
s | d, obtinem z? = e. Intrucat x # e, rezulti ca |Gy < n — 1 < |G|, contradictie. (2p)

3. a) Functia f este periodica, de perioadd m, si, intrucat
(F(x+7)—F(x) =f(z+7) - f(z) =0, Vz €R,
existd ¢ € R astfel incat F (z +7) — F'(z) = ¢, pentru orice + € R. Mai mult, avem ¢ = F (7) — F (0) =
Jo [ (x)dz > 0.
Functia ® : R - R, ®(z) = F(x) — S este derivabild si periodicd, o perioadd a sa fiind 7. Deoarece
T
® (R) = @ ([0, 7]) si P este continud pe [0, 7], rezultd ca P este marginita.
Functia F este derivabild si F’ (x) = f (z) > cos? (cosx) > 0, Vz € R, deci F este strict crescitoare. (1p)
Avand in vedere cd F' (x) = @ (x) + Ex, Vz € R, si cd ® este mérginitd, rezultd ca linrtl F (z) = +00. Cum
s T— 100

F are proprietatea lui Darboux, rezultd cd F (R) = R, deci F' este surjectivd. (2p)
1 c

A 1 c
b) Intrucat F (> =xd <) + —, pentru orice x # 0, rezultd ¢ lim g (z) = —.
x x 7T z—0 ™
Daca a # —, atunci g are in origine o discontinuitate de speta I, deci nu are proprietatea lui Darboux, si
7r
atunci nu admite primitive.

o & . o . . e o A o Ly .
Dacd a = —, atunci g este continué, deci admite primitive. R&méane si determindm valoarea lui c. Avem
0

™ 7/ ™
CZ/O f(x)da::/o 2f(a:)da:—|— 7r/2f(a:)da:.

T

Cu schimbarea de variabild ¢ : [0, g] — [0, %] , x = p(t) =m —t, se obtine /

/2
/2f<x>dx=/0 F ),

T

/2
deci ¢ = 2/ f () de. (1)
0
Considerand functia u: [0, %] — [0,5], z =u(y) = 5 — y, rezultd
/2 u(0) 0 /2
™ T ! ™
/f(ﬂf)dw: / f(z)de = /f(g—y) : (g—y) dy = /f(g—y)dy- (2)
0 u(mw/2) /2 0

Din (1) si (2) se obtine

/2 /2

c:/(f(a:)+f(g—x)>dx:2[dx:7r.

0
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In concluzie, g admite primitive pe R dacd si numai daci a = 1. (4p)

4. (<) Daci f este constantd, atunci girul (fol flz+n) dx) este constant, deci convergent. (1p)
1

n>

(=) Notdm I,, = folf(:c—i—n)da:, n>1s A= lim I, AER. Fie T ¢ R\ Q, T > 0, o perioadd a lui

n—oo
f si 2o € R. Intrucat multimea A = {k — hT | k,h € N} este densd in R, existd un sir (a,),~; C A\ {zo},
an = kp — hyT — x0, cu (ky),~, strict crescitor. Rezulta ca: -

Ikn:/Olf(x+k:n)dx:/01f(x+kn—hnT)dx:/Olf(x—i—an)dx:/aanﬂf(t)dt:F(an—i—l)—F(an),

n

unde F este o primitiva a lui f. Atunci

A= Tim Iy, = lim (F(ay+1)  F (a,)) = F (a0 + 1) — F (x0).. (3p)
Cum zg € R a fost ales arbitrar, obtinem F' (z + 1) — F (z) = A, pentru orice € R. Prin derivare, rezultd ci
f(z+1) = f(x), Vo € R, deci numerele intregi sunt perioade ale functiei f. In consecinta, elementele multimii
A sunt perioade ale lui f.

Dacd = € R si (upn), C A, up, — @, atunci f(u,) = f(0), pentru orice n > 1, de unde rezultd ca
fx)= nh_)ngo f (un) = f(0), adicd f este constantd. (3p)
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Juniori 1l

1. a) Cu teorema impdrtirii cu rest, obtinem n =a-n; +b, n =b-ng + ¢ gi n = 2¢- n3 + a, unde ny, na, ng
sunt numere naturale. In plus, cum restul este mai mic decat impé#rtitorul, rezulti b < a, ¢ < b si a < 2¢, deci
c<b<a<2c (2p)

Ca urmare, intre ¢ gi 2¢ sunt cel putin doud numere naturale distincte, ceea ce impune ¢ > 3. Vom arita ca
pentru ¢ = 3 se obtine o solutie. Cum 3 < b < a < 6, rezultd cd b = 4 si a = 5, de unde obtinem:

n=>sn; +4 n+1=5(m +1) 5|n+1
n=4ny+3 = n+l=4(ny+1) =< 4|n+1 |
n ==6nz+5 n+1=6(ns+1) 3|n+1

deci n + 1 este divizibil cu 60. Un numdir n cu aceastd proprietate este 59. (3p)
b) Evident, numerele de forma 59k, k € N*| au proprietatea (P), pentru a = 5k, b = 4k si ¢ = 3k. (2p)

2. Notim y;, = 2m-+2p—axy, pentru orice k = 1, p. Deoarece m < xj, < m-+2p, rezulti m < 2m+2p—xp < m+2p
pentru orice k = 1, p. In consecinti, =1, z2, ..., Zp $i Y1, Y2, ..., Yp sunt 2p numere naturale cuprinse intre numerele
m si m + 2p, adicd aflate in multimea {m +1,m+2,....,m+2p — 1}. (3p)

Cum in aceastd multime sunt 2p — 1 numere naturale distincte, rezultid ci existd i,j7 € 1,p astfel incat
x; = y;, adicd x; = 2m + 2p — x;, sau echivalent, z; + z; =2 (m +p). (2p)

Daci ¢ # j, am obtinut dou& numere cu suma 2 (m + p) . Dacd ¢ = j, se obtine x; = m + p. (2p)

3. a) Evident. (1p) b) {1,10,10%,...,10'°} . (1p)
¢) Suma cifrelor numerelor de la 1 la 100 ia valori de la 1 la 18. (1p)
Pentru fiecare n = 1, 18, notdm A,, multimea numerelor cuprinse intre 1 si 100 care au suma cifrelor k.
3, pentru k =1
Atunci card A, = ¢ k+1, pentru k =2,3,...,9
19 — k, pentru k = 10,11, ...,18
Pentru a determina numéarul maxim de elemente ale unei multimi #ncifrate, vom construi un lant de forma
ki | ka| ... | kp, de elemente din multimea {1,2, ...,18}, astfel incat suma S = card Ay, 4-card Ay, +...+card Ay,
s8 fie maxima. (1p)
Evident, k, € {10,11,...,18} si kp,—1 € {1,2,...,9}, intrucat fiecare numar din multimea {1,2,...,9} are
dublul in multimea {10,11, ..., 18} .
Situatiile in care k, este prim se exclud, intrucat conduc, vizibil, la sume "mici". S& observam c& este mai
avantajos si considerdm k,_; un numér "cat mai mare". (1p)
Raméan de analizat lanturile:
e 18 — 9 — 3 — 1 pentru care se obtine S = 18
e 16 —8 —4 — 2 — 1 pentru care se obtine S = 23
e 15— 5 — 1 pentru care se obtine S = 13
e 14 — 7 — 1 pentru care se obtine S = 16
e 12 — 6 — 3 — 1 pentru care se obtine § = 21
e 10 — 5 — 1 pentru care se obtine S = 18
Numérul maxim de elemente al unei multimi incifrate este 23, si cuprinde numerele cu suma cifrelor 1, 2, 4,
8 si 16, adicd numerele:

(2p)

{1,10,100,2,11, 20,4,13,22,31,40,8,17, 26, 35,44, 53,62, 71,80, 79, 88,97} .
Observatie. Pentru indicarea multimii maximale/cardinalului maximal, fird demonstratie, s-au acordat 2p.

4. Fie segmentele s; = A1 By, s = A3Bs, ..., s10 = A19B10, astfel incat Ay, Ao, ..., Ajp si se gidseascd pe
dreaptd in aceastd ordine, de la stanga la dreapta. (1p)

Daca segmentele sq, s2, s3 ar intersecta fiecare segmentul s4, atunci s1, so, s3 si s4 ar contine toate pe Ay si
ar fi adevaratd afirmatia a). Dacd nu, notdm cu I; acel segment dintre s1, so $i s3 care nu se intersecteazd cu
S84, deci nici cu ss, Sg, ..., S10- (2P)
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Consideram acum segmentele s4, s5, sg. Daca toate ar intersecta pe s7, atunci sy, S5, sg, S7 ar avea punctul
comun Az, deci afirmatia a) ar fi adevdratd. Dacd nu, notdm cu I acel segment dintre sy, s5, s¢ care nu are
punct comun cu s7. (2p)

Analog, dacd segmentele s7, sg, sg nu intersecteaza fiecare pe s1g, determinam I3 ca unul dintre segmentele
$7, Ss, Sg care nu are puncte comune cu $19. Am obtinut astfel segmentele I, Is, I3 si s19 disjuncte doué cate
doud. (2p)



