CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA NICOLAE COCULESCU

Editia a VII-a, Slatina, 4 decembrie 2010
Juniori IT (V-VI) — Solutii

1. a) Cu teorema impdrtirii cu rest, obfinem n = a-n; +b, n =b-ny + ¢ gi n = 2¢- n3 + a, unde ny, ng, N3
sunt numere naturale. In plus, cum restul este mai mic decat impartitorul, rezulti b < a, ¢ < b si a < 2¢, deci
c<b<a<2e

Ca urmare, intre ¢ gi 2¢ sunt cel putin doud numere naturale distincte, ceea ce impune ¢ > 3. Vom arata ca
pentru ¢ = 3 se obtine o solutie. Cum 3 < b < a < 6, rezultd cad b = 4 si a = 5, de unde obtinem:

n=>5n; +4 n+1=5(m+1) 5|n+1
n=4ny+3 =< n+l=4(na+1) =4 4|n+1 ,
n==6nz+5 n+1=6(ns+1) 3|n+1

deci n + 1 este divizibil cu 60. Un numar n cu aceastd proprietate este 59.

b) Evident, numerele de forma 59k, k € N*, au proprietatea (P), pentru a = 5k, b = 4k si ¢ = 3k.

2. Notdm yi = 2m—+2p—xy, pentru orice k = 1, p. Deoarece m < xp < m+2p, rezultd m < 2m—+2p—zp < m+2p
pentru orice k = 1, p. In consecinti, =1, zo, ..., Zp 81 Y1, Y2, ..., Yp sunt 2p numere naturale cuprinse intre numerele
m si m~+2p, adicd aflate in multimea {m + 1,m + 2,...,m + 2p — 1} . Cum in aceastd multime sunt 2p—1 numere
naturale distincte, rezultd ca exista ¢, € 1,p astfel incat z; = y;, adica z; = 2m + 2p — z;, sau echivalent,
x;+x; =2 (m+ p). Dacd i # j, am obtinut doud numere cu suma 2 (m + p) . Dacd ¢ = j, se obtine z; = m+p.
3. a) Evident. b) {1, 10,102, ..., 1010} .

¢) Suma cifrelor numerelor de la 1 la 100 ia valori de la 1 la 18.

Pentru fiecare n = 1, 18, notdm A,, multimea numerelor cuprinse intre 1 si 100 care au suma cifrelor k.

3, pentru k=1
Atunci card A, = ¢ k+1, pentru k=2,3,...,9
19 — k, pentru k =10,11,...,18

Pentru a determina numérul maxim de elemente ale unei multimi #ncifrate, vom construi un lant de forma
kil ky|...| kp, de elemente din multimea {1,2,...,18} , astfel incat suma S = card Ay, +card Ay, +...4-card Ay,
sd fie maxima.

Evident, k, € {10,11,...,18} si kp—1 € {1,2,...,9}, intrucat fiecare numar din multimea {1,2,...,9} are
dublul in multimea {10,11,...,18} .

Situatiile in care k, este prim se exclud, intrucat conduc, vizibil, la sume "mici". S& observam c# este mai
avantajos sd consideram k,_; un numar "cat mai mare".

Raméan de analizat lan{urile:

e 18 — 9 — 3 — 1 pentru care se obtine S = 18

e 16 — 8 —4 — 2 — 1 pentru care se obtine S = 23

e 15— 5 — 1 pentru care se obtine S = 13

e 14 — 7 — 1 pentru care se obtine S = 16

e 12 — 6 — 3 — 1 pentru care se obtine § = 21

e 10 — 5 — 1 pentru care se obtine S = 18

Numarul maxim de elemente al unei multimi #ncifrate este 23, si cuprinde numerele cu suma cifrelor 1, 2, 4,
8 gi 16. Multimea maximala este {1, 10,100, 2,11, 20,4, 13,22, 31,40, 8,17, 26, 35, 44, 53,62, 71, 80, 79, 88,97} .
4. Fie segmentele s1 = A1 By, so = AsBs, ..., s190 = A19B10, astfel incat Ay, Ao, ..., Ajp si se giseascd pe
dreapta in aceastd ordine, de la stdnga la dreapta.

Daca segmentele s1, so, s3 ar intersecta fiecare segmentul sy, atunci s1, So, S3 si sS4 ar contine toate pe Ay si
ar fi adevaratd afirmatia a). Dacd nu, notdm cu I; acel segment dintre s1, so si s3 care nu se intersecteazi cu
S4, deci nici cu ss, sg, ..., S10-

Consideram acum segmentele s4, s5, sg. Dacd toate ar intersecta pe s7, atunci sy, S5, Sg, Sy ar avea punctul
comun Az, deci afirmatia a) ar fi adeviratd. Dacd nu, notdm cu I acel segment dintre sy, s5, S care nu are
punct comun cu sy.

Analog, dacd segmentele s7, sg, Sg nu intersecteaza fiecare pe s1g, determindm I3 ca unul dintre segmentele
S7, Sg, Sg care nu are puncte comune cu S1g9. Am obtinut astfel segmentele I, I, I3 si s19 disjuncte doud céte
doua.




