Solutii - seniori
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1. Aritati ca Z[ ] <[n¥, oricare ar fix=0.
k=1

~|

*k%
Solurie. Este suficientasdemonstim pentrux = a/b, undea/b este frage ireductibik,
cu l<a<bsn (avem perioada 1, iar pe [0;1) expresiile suntstamte pe intervale care
»incep” cw/b, 1<a<b<n).
Impartind cu rest,ka=q,b+r, , deci[ka/b] =g, =kab-r/b, iar inegalitatea devine
n b-1
Z%“ >r. . Pentru a o dovedi, este suficieitagitim ci Zr—" >b-1, cici r,<b-1. Aceasta
k=1 k=1

reiese din inegalitatea de rearanjare, deoangce {r,_,) este o permutare pentrii.(. ,b-1).

2. Fie ABC un triunghi neisoscel E[J(AB),DO(AC) astfel incat patrulaterCDE

si fie inscriptibil. DrepteleEC si BD se taie 11O, iar N, P sunt mijloacele segmenteldDE),
respectiv BC). Aratati ca dreaptaAO este tangeatla cercul circumscris triunghiuléON.

*k%k
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Solugie. FieM mijlocul lui AO. AtunciM, N, P sunt coliniare. Omotetim: OR=20N,

0OQ=20P; AR,Q sunt coliniare. DeoarecBQCO este paralelogramCQ =BO. Cum
AEOD ~ABOC si AADE ~AABC, deducemCE _Bo_BC :ﬁ. Apoi, din <AEO = <ACQ
EO EO ED AE

reiese AAEO ~ AACQ, deci<ctAOE = <«<AQC. Deoarece<CQP =<«BOP =<«EON, okinem
<AON =< OQA=<OPN , de unde concluzia.

3. S se determine funide f:R - R care verifid relaia:
fF(x=1(y) =09+ f(f(y)—-2xF (y),Ox,yOR.

Vasile Pop
Solurie. Luand x=f(y), olktinem f(0)=2f (f (y))-2(f (y)F, sau
f(f(y))=(f(y))2+@,DyDR (*).Deducemf(z):z2+@,mzmmf,cua=f(0).

O soluie estef =0; daa f #0, atunci exist b[OR astfel incatf (b) =c# 0. Pentru
y=Db olxinem f x—c)-f x)=f €)— 2x [ IXxOR. Fungia din membrul drept este bijeciiv



deci oricezOR se poate scrig= f(x-c)— f(X), cu x=x(z) OR . Inlocuind in relga din
ipotea x=f(x-c) si y=x okinem f(2)=f(f(x-c))+f(f(x)-2f(x-c)f(x)=

= (£ (k=) + Dt (£ ()2 + LD 2 (x=c)f () = (F (x=0)- f () + £ (0)= 22 +a.

2 2
Pentruz =0, folosindsi (*) deducem% =a, decia=0.
in concluzie, fungile cerute suntf =0 si f(x)=x? 0OxOR.

4. Pe o talil nxn se aeaz numerele naturale de la 1 g, fiecare in cate oasua. Aratati
ci existi doui cisue cu o latur comuri care cogin numerea,b cua—-b=n.
*k%k
Solusie. Daa exist A, B astfel incatA< B si n perechi disjuncte deasue adiacente
(a,h) astfel incata, < A<B<D, atunci

b1+...+bn—(a1+...+an)2nB+%n(n—1)—nA+—;n(n—1)2 n’,

de unde reiesea@xist i astfel incaty —a = n.

Pentru a dita & exist A, B si n perechi disjuncte deisue adiacente ca mai sus, fie
M, cel mai mare nuiar ssezat intr-o 8sua de pe randul (linia sau coloarragi m=minM .

Sa presupunemam se affi in cisua de pe linid si coloanac si ca m este cel mai mare
element de pe linih Din definiia lui m, orice coloaa, exceptand, eventual, are un element
>m+1. Deoarece celelalte elemente din lihisunt mai mici decatn, in fiecare coloah—
eventual, cu excej lui ¢ —, existi 0 pereche deasue vecine in care avem un element
>m+1 si un element<c m-1. Dad un element al coloanei este>m+1, atunci in aceast
coloara avem o pereche déasite vecine, care coim un elementz m+1 si un element< m,
deci situgia din paragraful precedent se realizepentru A=m si B=m+1. In caz contrar,
toate elementele coloanesunt< m, si situaia din paragraful precedent se realizepentru
A=m-1si B=m.

Observagie. Nu putem iritri concluzia, dup cum rezuli din gezarea in care pe linia
punemn(i-1)+1,n{-1)+ 2,.. ni.



