Soluții    MATE 97- TURNEUL OLIMPICILOR
Clasa a VIII – a

1) a) Relația este echivalentă cu

[image: image2.png]x—y)+lx—a-1D*+(a-y)=1



 [image: image4.png]


 [image: image6.png](x,y) € {(a,a),(a + 1,a),(a,a+ 1)}




b)[image: image8.png]=;@+b)(a+b+;)=Vab(a+b)




Dar [image: image10.png]


 . Demonstrăm că [image: image12.png]a+b+;2a+b



 [image: image14.png]


 [image: image16.png]a*ﬁ+%+bﬂl§+izo



 [image: image18.png]


         [image: image20.png](Va-3) +(vo-%) =0




2) Fie [image: image22.png]


 disjuncte, [image: image24.png]card A= card B

card C




Un triplet (a, b, c) este bun dacă [image: image26.png]a€AbEB,cEC



 și suma a două din numere este egală cu al treilea nr. 

Putem p.p. că [image: image28.png]1€EA



 și dacă [image: image30.png]


 este cel mai mic nr. natural; care nu aparține lui [image: image32.png]A=k€EB




p.p prin absurd că nu există trilete bune.

Lemă 1 Dacă [image: image34.png]X €EC



 [image: image36.png]


 [image: image38.png]x—1€A



   (1)

Dem: Pp prin absurd că [image: image40.png](J)x€Caix—1€A




a) Dacă [image: image42.png]x—1€B=(1,x—1x)



 este bun [image: image44.png]


 x

b) Dacă [image: image46.png]X €EC



 și [image: image48.png]x—1€C



, vom arăta că [image: image50.png]x—k€C



 și [image: image52.png]x—k—1€C




i) Dacă [image: image54.png]x—k€A=(x—kkx)



 este bun

ii) Dacă [image: image56.png]x—k€B=9% —-1,x—kx—1)



 este bun

Repetând acest procedeu [image: image58.png]


 [image: image60.png]


 și [image: image62.png]


 sunt în C; [image: image64.png]0,1,2,..




Dar [image: image66.png]


 va fi unul din nr.  [image: image68.png]


 pentru un [image: image70.png]


 va fi un element din A sau B fals.

[image: image72.png]>x—1€A4



 

Dem. Dacă [image: image74.png]C,Cy, ..., Cr} = A



 conține numerele [image: image76.png]C; —




 toate [image: image78.png]>1



  deoarece [image: image80.png]2€C



.   Dar [image: image82.png]1EA=A



 va avea cel puțin [image: image84.png]n+1



 elemente, fals.

3) a) p.p. că există două puncte [image: image86.png]M siN a.i.



 

[image: image88.png]S = S(M) = S(N) = minimd



.

[image: image90.png]S(M) = MA; + MA; + ..+ MA,



 

Notăm cu P mijlocul segmentului MN.

Dar [image: image92.png]PA; <

MA;+NA;



 [image: image94.png]


 [image: image96.png]iz MAHE (=, NA;

=s



 contradicție cu minimalitatea.

b) Fie [image: image98.png]N ¢



 axei de simetrie și să arătăm că el nu poate fi un punct pentru care S este minimă.

Fie N simetricul lui N față de axă și M cu intersecția cu axele cu NN`

Avem [image: image100.png]NA; + NA; + -+ NA, = NA; + N4, + -+ N4,



 și
 [image: image102.png](N
MA; + MAy + -+ MA, < S‘"’;S‘ )

=5



 [image: image104.png]


 [image: image106.png]S(M) =S(N) =N



 nu realizează minimul.

c) Deoarece prisma hexagonală regulată admite axe de simetrie ce trec prin mijlocul înălțimii OO` [image: image108.png]


 există un unic punct [image: image110.png]


 mijlocul lui OO` pentru care S(M) = minim  

4)Notăm [image: image112.png]


 și fie H mijlocul segmentului [image: image114.png]CF = HD L CF



 [image: image116.png]


 patrulaterul

[image: image118.png]DHBM



 inscriptibil [image: image120.png]


 [image: image122.png]DBH = NMC




Ducem CP[image: image124.png]| MK; P € (AB),CPNAF = {G}



 [image: image126.png]


 [image: image128.png]PCH = PBH



 [image: image130.png]


 [image: image132.png]PHBC



 inscriptibil [image: image134.png]


 [image: image136.png]


 [image: image138.png]PH || AF,



H mijlocul lui [image: image140.png]CF=P



 mijlocul lui CG. Dar [image: image142.png]NK || CG = D



 mijlocul lui [image: image144.png]NK = ANBK



 paralelogram [image: image146.png]= AK | NB = ABN = BAF



. Dar [image: image148.png]BAF = BCF = BCE = NBE




