Barem de corectare
clasa a VIll-a

1. Determinati cate solutii In multimea numerelor naturale are ecuatia:

2024+ [\/12 +2024| = z+ [\/ 20242 + x] ,unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului a.

1.
(1p) 2? <2?+2024 <22+ 22+ 14 2023 < 2z
< 101,56 <z,x € N x > 1012.

(1] Daci 2> 1012 = & < VaZ + 2024 <2+ 1=
(1p) [Va?+2024] =2 =2024+2 =2+ [V20242 + =
(1p) © 2024 = [V20242 + 2] < 2024 < v/20247 + = < 2025

(1p) < 2024% < 2024% + x < 20252 & z < 20252 — 20242

(1p)
& 1 < (2025 — 2024)(2025 + 2024) < 2 < 4049

& x < 4048 = x € {1012,1013,1014, . ..,4048}
& 24048 — 1011 = 3037 solutii.

Dacii = < 1011 = 2024 < /20242 + z < 2025

(1p)

N [\/20242 T x} — 2024 = 2024 + [\/ﬁ T 2024} -
42024 = 1 = {\/;ﬁ T 2024} o
o < V22 42024 < x4 1 & 2 > 1012 conform

(1p) Deci ecuatia are 3037 solutii.



2. a) Determinati numerele naturale a astfel incat modulul numarului
a® — 5a + 2 si fie numér prim.

4
b) Fie numerele reale a si b strict pozitive astfel incat 2a + b + i 10.
a

Aflati valoarea maxima pe care o poate avea numéarul a si valoarea lui b in
acest caz.

2. a)
|a3—5a—|—2|:‘a3—2a2+2a2—4a—a+2|:

(1p)

=la*(a—2)+2a(a—2) — (a—2)| = (a—2) (a®* +2a — 1) |
=nr. prim:>|a—2|:1:>{ Zz? =

1
’33—5~3+2’:|27—15+2\:147§ primﬁsau

(Ip) |1 -5+2|=2= a=1 convine.

(1p)
| +2a—1|=1=d"+2a—-1=%1=
(a+1)=0a*+2a+1=3saul=a+1=1lsau—1=
a=0si [0°=5-0+2| =2 prim
=a € {0,1}.

4 4 4
b) 10 =2 — >2a+24/b-— =2
) 10 a+b+ab a+24/b p a+\/a

(1p) = 0> (vVa—2)(a +2va 1)
Dacd v/a > 2 = (va —2)(a +2y/a—1) > 0 = contradictie

(1p) = Va < 2= ./a pate fi maxim 2, adicd a = 4. Pentru a =4

1 1
:>8+b+5:10:>b+5:2:>(b—1)2:o

(Ip) = b = 1. Deci valoarea maxim posibil a lui a este 4 si valoarea lui b
corespunzatoare este 1.



3. Fie multimea M = {1,2,3,...,2024}.
a) Dati exemplu de 3 submultimi A, B, C ale lui M astfel incdt: AUBUC =
M,ANBNC=osi|A|l=|B|=|C|=1349.
b) Aratati ca dacd A, B, C sunt submultimi ale lui M astfel incat: AUBUC = M
si |[A| = |B] = |C| = 1350 atunci AN BN C # @. Am notat cu |X| cardinalul
multimii X.

a) Un exemplu este :

(2p)
A=1{1,2,3,...,1349}
B = {2024,2023,2022, ..., 676}
C=1{1,2,3,...,675,1351,1352,...,2024}.

b) Presupunem pin reducere la absurd cé existd A, B,C' C M astfel incat:

(1p) |A|=|B|=|C|=1350,AUBUC =M si ANBNC = 2.
Dacd |[ANB|=n,(A\B)U(B\A)U(ANB)=M si
A\B, B\A, AN B sunt disjuncte doud cate doud
= |A\B| + |B\A| + |AN B| < 2024 =
1350 —n 4+ 1350 —n +n < 2024 = n > 2700 — 2024
Analog |ANC|=|BnNC| > 676.

(1p) n > 676. Dar

|[M|=|AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|—-|ANC|—|BNC|+
+|ANBNC|=2024<3-1350 —3.676+0

(2p) = 2024 < 4050 — 228 = 2022 contradictie
= presupunerea facuta este falsi == AN BNC # 2.



4. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub si punctele M € (AB'),N € (B(C") astfel
incdt M N face un unghi de 60°cu planul (ABC ). Aflati lungimea minima pe
care o poate avea MN daca muchia cubului are lungimea egala cu a.

o
—

(1p) Ducem MM' 1 AB,M' € (AB)si NN’ L BC,N' € (BC) =
MM',NN' L (ABC) $i priapcy[MN] = [M'N"] =

(Ip) M'N’'=MN -cos60° = MN =2M'N’".
Notam BM' =y, BN' =2 =AM' = NM' =1 —y,
NN =z, NC=1l—z=

(1p) AM'=NM'=1l—-y, NN' =z, NC=1—2=
MN2?=BM"? +NN?+ (MM —NN')> =22 442 + (I — x — y)?
MINl2:$2+y2,MN2:4M/N/2:>
(@ +y?) =2+ + [l - (@ +y)P =

(1p) 3(2?+3?) =[— (z+y)]® Notdm u? =2+ y?siv=a+y
=3u?=(1-v)?si MN? =u? + (1 —v)? =u? + 3u? = 4u? =
MN = 2u.

(1p) Dar 2u? =2 (2?4 y%) > (z +y)? = 2u? 2 v* =

(lv)23u2>3;}2¢lv2v;/\§/§:>
B SR CENCR

1p) v<(V6—-2)-l=1-v=1(1-v6+2)=1(3—-6)



= MN? =4u? = 3 -3u® = 3(1 —v)? > 31*(3 — V6)?

(1p) ;»MN>%(3—\/6)1:>MN>2(J—\/§)1:»
= min MN = 2(\/57 ﬁ)~lsi se atinge pentru x =y = l(\/@%



