
Concursul Mate97
Clasa a V-a - Bareme

Problema 1.
Câte numere naturale de forma abcabcbbb, cu a, b, c cifre distincte, sunt divizibile cu toate
numerele naturale de la 1 la 16 inclusiv, dar nu sunt divizibile cu 17?

Solut, ie. 2 | N, 5 | N ⇒ 10 | N ⇒ U(N) = 0. Deci b = 0, iar

N = a0ca0c000 = a0c · 1001 · 103 = a0c · 7 · 11 · 13 · 23 · 53.

Din faptul că 16 | N , rezultă că cifra c este pară. Mai trebuie ca 9 | N , deci s, i
9 | a0c ⇒ 9 | a + c. Cum c este pară s, i cifrele sunt distincte, rezultă că c ̸= 0. Avem
variantele

(a, c) ∈ {(7, 2), (5, 4), (3, 6), (1, 8)}.

Dar 17 ∤ N ⇔ 17 ∤ a0c ⇔ 17 ∤ 100a + c. Dar din 17 ∤ 102a ⇔ 17 ∤ 2a − c. Cum
2a ≤ 14, rezultă că nu putem avea 2a = c, deci singura variantă care nu convine este
a = 3, b = 6 ⇒

abc ∈ {702, 504, 108}.

Problema 2.
Rezolvat, i în mult, imea numerelor naturale ecuat, ia

1
a

+ 1
ab

+ 1
abc

= 25
84 ,

s, tiind că a ≤ b ≤ c.
Solut, ie. Avem

1
a

<
1
a

+ 1
ab

+ 1
abc

= 25
84 ,

de unde 84 < 25a, adică a ≥ 4.
Cum a ≤ b ≤ c, rezultă că a2 ≤ ab s, i a3 ≤ abc, deci

1
a

+ 1
ab

+ 1
abc

≤ 1
a

+ 1
a2 + 1

a3 .

Prin urmare,
25
84 ≤ 1

a
+ 1

a2 + 1
a3 .

Dacă a ≥ 5, atunci
1
a

+ 1
a2 + 1

a3 ≤ 1
5 + 1

52 + 1
53 = 25 + 5 + 1

125 = 31
125 ⇒ 25

84 ≤ 31
125 ,

adică 25 ·125 ≤ 31 ·84, respectiv 3125 ≤ 2604, fals. Deci a ≤ 4. Cum deja a ≥ 4, obt, inem
a = 4. Atunci,

1
4 + 1

4b
+ 1

4bc
= 25

84 .

1



Înmult, ind cu 4, obt, inem
1 + 1

b
+ 1

bc
= 25

21 .

Rezultă
c + 1

bc
= 25

21 − 1 = 4
21 ,

de unde 4bc = 21(c + 1), adică c(4b − 21) = 21. Avem 1 ≤ 4b − 21 ≤ 21, de unde
22 ≤ 4b ≤ 42, adică 6 ≤ b ≤ 10. Pentru b = 6, avem c · 3 = 21, deci c = 7.

Dacă b ≥ 7, atunci 4b − 21 ≥ 7, de unde c ≤ 3 < b, contradict, ie.
Prin urmare, unica solut, ie este a = 4, b = 6, c = 7.

Problema 3.
a) Arătat, i că numărul

n = 3 · 2k−2, k ≥ 3,

se poate scrie ca suma a k divizori diferit, i ai săi.
b) Dacă numărul natural n se poate scrie ca suma a k divizori diferit, i ai săi, k ≥ 3,

iar p este cel mai mic divizor prim al lui n, demonstrat, i că

1
p

+ 1
p + 1 + 1

p + 2 + · · · + 1
p + k − 1 ≥ 1.

Solut, ie.
a) Considerăm următorii k divizori ai numărului 3 · 2k−2:

1, 2, 3, 3 · 2, 3 · 22, . . . , 3 · 2k−3.

Suma lor este

1 + 2 + 3 + 3 · 2 + 3 · 22 + · · · + 3 · 2k−3 = 3 + 3(1 + 2 + 22 + · · · + 2k−3)
= 3 + 3(2k−2 − 1)
= 3 · 2k−2.

b) Fie d1 > d2 > · · · > dk divizori ai lui n, cu n = d1 + d2 + · · · + dk.

Avem n > d1, deci n

d1
≥ p. Dar n

d1
<

n

d2
< · · · <

n

dk

,

de unde
n

d2
≥ p + 1,

n

d3
≥ p + 2, . . . ,

n

dk

≥ p + k − 1.

Rezultă
n

p
≤ d1,

n

p + 1 ≤ d2, . . . ,
n

p + k − 1 ≤ dk.

Prin urmare,
n

p
+ n

p + 1 + · · · + n

p + k − 1 ≤ d1 + d2 + · · · + dk = n.

Împărt, ind prin n, obt, inem

1
p

+ 1
p + 1 + 1

p + 2 + · · · + 1
p + k − 1 ≤ 1.
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Problema 4.
Pe un cerc avem n puncte, n ≥ 3, colorate cu ros, u sau albastru. O etapă înseamnă
alegerea a 3 puncte consecutive de pe cerc s, i schimbarea culorii celor 3 puncte. Care sunt
valorile lui n pentru care, pornind de la orice colorare a celor n puncte, să putem obt, ine,
după un număr finit de pas, i, toate punctele de aceeas, i culoare?

Solut, ie. Notăm punctele prin

P1, P2, . . . , Pn.

I. Arătăm că dacă n = 3k, nu se poate.
Notăm cu p numărul punctelor colorate cu ros, u s, i îl privim modulo 2.
Dintre orice 3 puncte consecutive, exact două au indici nedivizibili cu 3.
Dacă cele două puncte sunt albastre, ele devin ros, ii, deci

p 7→ p + 2.

Dacă cele două puncte sunt ros, ii, ele devin albastre, deci

p 7→ p − 2.

Dacă unul este ros, u s, i unul albastru, atunci

p 7→ p.

Rezultă că paritatea lui p rămâne neschimbată după fiecare etapă. Pentru a obt, ine
la final toate punctele albastre, trebuie să avem la final p = 0. Este suficient să
luăm configurat, ia init, ială cu p = 1, de exemplu P1 ros, u s, i toate celelalte puncte
albastre.
Cum paritatea lui p se păstrează, nu putem ajunge la p = 0. Prin urmare, pentru
n = 3k nu se poate.

II. Arătăm că dacă n = 3k + 2, se poate.
Este suficient să arătăm că putem schimba culoarea unui singur punct, iar toate
celelalte să rămână cu aceeas, i culoare. Schimbăm culorile punctelor

(P1, P2, P3), (P4, P5, P6), (P7, P8, P9), . . . , (P3k+1, P3k+2, P1).

În urma acestor schimbări se modifică toate culorile punctelor mai put, in P1. Pro-
cedăm la fel s, i schimbăm toate culorile punctelor mai put, in P2.
La final schimbăm culorile punctelor

P1, P2, P3.

În urma acestor schimbări doar culoarea lui P3 se va schimba.
III. Arătăm că dacă n = 3k + 1, se poate.

Schimbăm culorile punctelor

(P1, P2, P3), (P4, P5, P6), . . . , (P3k−2, P3k−1, P3k).

Astfel se schimbă toate culorile punctelor mai put, in P3k+1. Se procedează apoi
exact ca la punctul II.

Rezultă că valorile bune ale lui n sunt toate numerele de forma 3k + 1 s, i 3k + 2, k ≥ 1.
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