Concursul Mate97
Clasa a VI-a - Bareme

Problema 1.
Fie a,b, ¢, x,y, z numere rationale nenule astfel incat
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Demonstrati ca
2026 | 42026 4 2026

2026 {2026 4 (2026
este un numar natural patrat perfect.

Solutie. Putem scrie relatia
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de unde a = kz, b = ky, ¢ = k=z.
Avem in continuare
Ak2a? + 4k>y% + 4Kk% 22
2 4 y? + 22

k+k= & 2k(x? 4+ + 22) = 4K (2® + P + 2.
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Prin urmare, 2k =1=k = 3 = x = 2a, y = 2b, z = 2¢. Atunci

2026 |, , 2026 | 2026 2026 (2026 | 12026 | 2026
a4y 4 2T 2R (@ 4 0T 4 ) — 92026 _ (91013y2

2026 + H2026 + 2026 2026 + H2026 + 2026 ’

deci numarul este patrat perfect.

Problema 2.
Determinati perechile de numere intregi (z,y) pentru care |z| si |y| sunt prime intre ele, |z|+|y| # 0,
lar

P4z = R

Solutie. Avem y*(y+1) = z(z+1) = y? | x(x+1). Cum (y* ) =1 = y? | x + 1, prin urmare
r+1="ky*  k€Z Atunci y*(y + 1) = ky*(ky* — 1).
. Dacay=0=z(x+1)=0=2=0sauz = —1.
II. Dacd y # 0, ecuatia este echivalentd cu y + 1 = k(ky?> — 1) = y + 1 = k*y? — k, de unde
K =y + 1+ k.
Daca k = 0, atunci # + 1 =0, deci x = —1, iar y*(y + 1) =0, de unde y = 0 sau y = —1.
Daca k # 0, atunci
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Pentru |ky| > 3, atunci
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ar rezulta 1 < 3 + 3 + g < 1, contradictie. Prin urmare, |ky| € {1,2}.



a) Daca |ky| = 1, atunci k*y*> =1 = y + k = 0, adicad k = —y. Rezultd y*> = 1, de unde
y=1sauy=—1
Pentruy=1=xz(z+1)=2,decix = —2sauz = 1. Pentruy = -1, z(x + 1) =0 =
r=0saux=—1.

b) Daca |ky| = 2, atunci kK + y = 3, unde convin £k = 1,y = 2si k = 2,y = 1. Din
r+1=ky? obtinem x +1=4= 2 =3, respective +1=2= 2= 1.

Asadar, avem solutiile (z,y) € {(-1,0), (—=1,-1), (0,—-1), (=2,1), (1,1), (3,2)}.

Problema 3.

a) Determinati numerele naturale n > 2 cu proprietatea ca o tabla n x n poate fi acoperita complet,
fara suprapuneri, cu piese de forma

| |

b) Determinati numarul maxim de patratele 1 x 1 ale unei table 2026 x 2026 care se pot acoperi,
fara suprapuneri, cu piese de forma

| |

(Piesele din problema sunt formate din 4 patratele 1 x 1 si se pot roti.)

Solutie.

a) Deoarece avem n? patratele 1 x 1 si o piesd are 4 patratele 1 x 1, pentru a putea acoperi

complet tabla trebuie sd avem 4 | n? = 2 | n = n = 2k, deci avem 4k? patratele 1 x 1.
Coloram alternativ cu alb si negru tabla, ca pe o tabld de sah.

a n
Avem doua tipuri de piese: x de primul tip (, alnla D si y de al doilea tip (, nlaln ‘>

Rezultd cd o +y = 4k* : 4 = k? si cd 32 +y = = + 3y. Deoarece avem jumatate dintre
patratele albe si juméatate negre, rezultd = y. Deci k* = 2z = 2 | k, adica 4 | n.
Pentru 4 | n, impartim tabla in patrate 4 x 4 si fiecare patrat 4 x 4 il acoperim astfel

Asadar, raspunsul este Vn € N* divizibil cu 4.

Intrucét 4 12026, tabla nu poate fi acoperita complet. Deci putem avea cel putin 4 patratele
neacoperite, adica o piesa lipsa. Vom arata ca putem acoperi toate tabla mai putin 4 patratele,
deci maximum 20262 — 4 patratele acoperite.

Impartim patratul 2026 x 2026 intr-un patrat 2024 x 2024, care se poate acoperi complet
conform punctului a), si doua dreptunghiuri 2 x 2024 si 2026 x 2, ca in figura.

2024

2024



Cele doua dreptunghiuri le vom acoperi astfel:

2026

Ramaéan cate doua patratele 1 x 1 neacoperite la fiecare dreptunghi.

Problema 4.

a) Fie AABC isoscel, cu B=C= 80°, si punctul D pe latura AB astfel incat BDC = 30°.
Demonstrati ca AD = BC.

b) Fie AABC cu B = 60°, C = 70°, iar D € (BC) astfel incat BAD = 20°. Demonstrati ca

AB+ BD = AD + DC.

Solutie.

a) Construim in exteriorul lui AABC triunghiul echilateral A
ADE, cain figura 1. Atunci ZEDC = 120° + 30° = 150°
si ZADC = 180° — 30° = 150°. E

Prin urmare, AADC = AEDC (L.U.L.) deci ZACD =
ZECD =10° = LACFE = 20°.
Asadar, AABC = ACAE (U.L.U.), de unde AE = BC.
Cum AE = AD = AD = BC.

Figura 1



b) Avem ZBAC = 180° — 60° — 70° = 50°, iar
/BAD =20° = Z/DAC = 50° — 20° = 30°.
Construim punctele E, F € AD si G € (AB,
ca 1n figura 2, astfel incat LZECA = 10°, DF =
DC, AG = AF.

Triunghiul EDC' este isoscel, cum ZEDC =
ZECD = 80°. Cum ZDAC = 30°, din punctul
a) rezulta ca AE = DC = AE = DF = ED =
AF.

Cum triunghiurile AGF si ECD sunt isoscele
si LZEAF = ZDEC = 20°, iar ED = AF =
AECD = AAGF (L.U.L.). De aici avem
EF =CD.

Dar CD = AE = DF = DF = FG. Rezulta
ca triunghiul F'DG este isoscel, iar ZF = 80° =
ZFDG =50°= ZBDE = 80° — 50° = 30°.
Cum ZABD = 60° = ZBED = 30°. Deci tri-
unghiul BDFE este isoscel, de unde BD = BFE.
Prin urmare, AB + BD = AB + BE = AE =
AF = AD+ DF = AD + DC.

Figura 2



