
Concursul Mate97
Clasa a VI-a - Bareme

Problema 1.
Fie a, b, c, x, y, z numere rat, ionale nenule astfel încât

ay + bx

xy
= bz + cy

yz
= cx + az

zx
= 4a2 + 4b2 + 4c2

x2 + y2 + z2 .

Demonstrat, i că
x2026 + y2026 + z2026

a2026 + b2026 + c2026

este un număr natural pătrat perfect.
Solut, ie. Putem scrie relat, ia

ay

xy
+ bx

xy
= bz

yz
+ cy

yz
= cx

zx
+ az

zx
. ⇔ a

x
+ b

y
= b

y
+ c

z
= c

z
+ a

x
. ⇔ a

x
= b

y
= c

z
= k,

de unde a = kx, b = ky, c = kz.
Avem în continuare

k + k = 4k2x2 + 4k2y2 + 4k2z2

x2 + y2 + z2 ⇔ 2k(x2 + y2 + z2) = 4k2(x2 + y2 + z2).

Prin urmare, 2k = 1 ⇒ k = 1
2 ⇒ x = 2a, y = 2b, z = 2c. Atunci

x2026 + y2026 + z2026

a2026 + b2026 + c2026 = 22026(a2026 + b2026 + c2026)
a2026 + b2026 + c2026 = 22026 = (21013)2,

deci numărul este pătrat perfect.

Problema 2.
Determinat, i perechile de numere întregi (x, y) pentru care |x| s, i |y| sunt prime între ele, |x|+|y| ̸= 0,
iar

x2 + x = y3 + y2.

Solut, ie. Avem y2(y + 1) = x(x + 1) ⇒ y2 | x(x + 1). Cum (y2, x) = 1 ⇒ y2 | x + 1, prin urmare
x + 1 = ky2, k ∈ Z. Atunci y2(y + 1) = ky2(ky2 − 1).

I. Dacă y = 0 ⇒ x(x + 1) = 0 ⇒ x = 0 sau x = −1.
II. Dacă y ̸= 0, ecuat, ia este echivalentă cu y + 1 = k (ky2 − 1) ⇒ y + 1 = k2y2 − k, de unde

k2y2 = y + 1 + k.
Dacă k = 0, atunci x + 1 = 0, deci x = −1, iar y2(y + 1) = 0, de unde y = 0 sau y = −1.
Dacă k ̸= 0, atunci

1 = y

k2y2 + 1
k2y2 + k

k2y2 ⇒ 1 = 1
k2y

+ 1
k2y2 + 1

ky2

Pentru |ky| ≥ 3, atunci

1
k2y

≤ 1
3 ,

1
ky2 ≤ 1

3 ,
1

k2y2 ≤ 1
9 ,

ar rezulta 1 ≤ 1
3 + 1

3 + 1
9 < 1, contradict, ie. Prin urmare, |ky| ∈ {1, 2}.
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a) Dacă |ky| = 1, atunci k2y2 = 1 ⇒ y + k = 0, adică k = −y. Rezultă y2 = 1, de unde
y = 1 sau y = −1
Pentru y = 1 ⇒ x(x + 1) = 2, deci x = −2 sau x = 1. Pentru y = −1, x(x + 1) = 0 ⇒
x = 0 sau x = −1.

b) Dacă |ky| = 2, atunci k + y = 3, unde convin k = 1, y = 2 s, i k = 2, y = 1. Din
x + 1 = ky2 obt, inem x + 1 = 4 ⇒ x = 3, respectiv x + 1 = 2 ⇒ x = 1.

As, adar, avem solut, iile (x, y) ∈ {(−1, 0), (−1, −1), (0, −1), (−2, 1), (1, 1), (3, 2)}.

Problema 3.
a) Determinat, i numerele naturale n ≥ 2 cu proprietatea că o tablă n×n poate fi acoperită complet,

fără suprapuneri, cu piese de forma

.

b) Determinat, i numărul maxim de pătrăt,ele 1 × 1 ale unei table 2026 × 2026 care se pot acoperi,
fără suprapuneri, cu piese de forma

.

(Piesele din problemă sunt formate din 4 pătrăt,ele 1 × 1 s, i se pot roti.)
Solut, ie.

a) Deoarece avem n2 pătrăt,ele 1 × 1 s, i o piesă are 4 pătrăt,ele 1 × 1, pentru a putea acoperi
complet tabla trebuie să avem 4 | n2 ⇒ 2 | n ⇒ n = 2k, deci avem 4k2 pătrăt,ele 1 × 1.
Colorăm alternativ cu alb s, i negru tabla, ca pe o tablă de s, ah.

Avem două tipuri de piese: x de primul tip
(

a n a
a )

s, i y de al doilea tip
(

n a n
n )

.

Rezultă că x + y = 4k2 : 4 = k2 s, i că 3x + y = x + 3y. Deoarece avem jumătate dintre
pătrăt,ele albe s, i jumătate negre, rezultă x = y. Deci k2 = 2x ⇒ 2 | k, adică 4 | n.
Pentru 4 | n, împărt, im tabla în pătrate 4 × 4 s, i fiecare pătrat 4 × 4 îl acoperim astfel

As, adar, răspunsul este ∀n ∈ N∗ divizibil cu 4.
b) Întrucât 4 ∤ 2026, tabla nu poate fi acoperită complet. Deci putem avea cel put, in 4 pătrăt,ele

neacoperite, adică o piesă lipsă. Vom arăta că putem acoperi toate tabla mai put, in 4 pătrăt,ele,
deci maximum 20262 − 4 pătrăt,ele acoperite.
Împărt, im pătratul 2026 × 2026 într-un pătrat 2024 × 2024, care se poate acoperi complet
conform punctului a), s, i două dreptunghiuri 2 × 2024 s, i 2026 × 2, ca în figură.

2024

2

2024 2
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Cele două dreptunghiuri le vom acoperi astfel:

2

2024

2

2026

Rămân câte două pătrăt,ele 1 × 1 neacoperite la fiecare dreptunghi.

Problema 4.
a) Fie △ABC isoscel, cu B̂ = Ĉ = 80◦, s, i punctul D pe latura AB astfel încât B̂DC = 30◦.

Demonstrat, i că AD = BC.
b) Fie △ABC cu B̂ = 60◦, Ĉ = 70◦, iar D ∈ (BC) astfel încât B̂AD = 20◦. Demonstrat, i că

AB + BD = AD + DC.

Solut, ie.
a) Construim în exteriorul lui △ABC triunghiul echilateral

ADE, ca în figura 1. Atunci ∠EDC = 120◦ + 30◦ = 150◦

s, i ∠ADC = 180◦ − 30◦ = 150◦.
Prin urmare, △ADC ≡ △EDC (L.U.L.) deci ∠ACD =
∠ECD = 10◦ ⇒ ∠ACE = 20◦.
As, adar, △ABC ≡ △CAE (U.L.U.), de unde AE = BC.
Cum AE = AD ⇒ AD = BC.

Figura 1
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b) Avem ∠BAC = 180◦ − 60◦ − 70◦ = 50◦, iar
∠BAD = 20◦ ⇒ ∠DAC = 50◦ − 20◦ = 30◦.
Construim punctele E, F ∈ AD s, i G ∈ (AB,
ca în figura 2, astfel încât ∠ECA = 10◦, DF =
DC, AG = AF.
Triunghiul EDC este isoscel, cum ∠EDC =
∠ECD = 80◦. Cum ∠DAC = 30◦, din punctul
a) rezultă că AE = DC ⇒ AE = DF ⇒ ED =
AF .
Cum triunghiurile AGF s, i ECD sunt isoscele
s, i ∠EAF = ∠DEC = 20◦, iar ED = AF ⇒
△ECD ≡ △AGF (L.U.L.). De aici avem
EF = CD.
Dar CD = AE = DF ⇒ DF = FG. Rezultă
că triunghiul FDG este isoscel, iar ∠F = 80◦ ⇒
∠FDG = 50◦ ⇒ ∠BDE = 80◦ − 50◦ = 30◦.
Cum ∠ABD = 60◦ ⇒ ∠BED = 30◦. Deci tri-
unghiul BDE este isoscel, de unde BD = BE.
Prin urmare, AB + BD = AB + BE = AE =
AF = AD + DF = AD + DC.

Figura 2

4


