Concursul Mate97
Clasa a VII-a - Bareme

Problema 1.
a) Determinati perechile de numere naturale (m,n) cu proprietatea ca

3.2™ 4+ 25 = n?,

b) Fie d si d’ doi divizori naturali ai numarului n cu d > d. Demonstrati ca

2
d’>d+d—.
n

Solutie.
a) Dacid m = 0, atunci 28 = n?, fals.
Presupunem in continuare ca m # 0. Atunci 3 - 2™ + 25 este impar, deci n este impar. Avem
3:2"=n%—-25=(n—>5)(n+5). Numerele n — 5 si n + 5 sunt pare.
I. Fie
{n—5—3-2 "L a,beN a+b=m.
n+5=2°
Atunci 10 = 2° — 3 - 22, adica 10 + 3 - 2* = 2°. Impartind prin 2, 5+ 3 - 2% = 2*~1. Cum
membrul sting este impar, rezultd cd a = 1. Obtinem 27! = 8, de unde b = 4.
Astfeln=5+4+3-2=1lsim=a+b=1+4=5.
II. Fie
{n—5—2, , a,be N a+b=m.
n+5=3-2°
Atunci 10 = 3-2° — 2% = 5 + 291 = 3.2°"1, Membrul drept este par, deci si membrul
stang trebuie s fie par, de unde @ = 1. Rezultda 5+ 1 =6 = 3-2""1, de unde b = 2.
Prin urmare m =3sin=5+2=7.
Deci solutiile sunt
(m,n) € {(5,11),(3,7)}.

b) Fiea-d =b-d=n,d >d=a<b=a<b—1.
Avem d' > d + %.. Cum d' = %, si d = 7, obtinem 7 > %—i—g—;
Impartind prin n, 2 > § + %, adica b* > a(b+ 1).
Dara<b—1,deundea(b+1) < (b—1)(b+1)=0*>—1 < b2

Prin urmare, inegalitatea este adevarata.

Problema 2.

In interiorul patratului ABCD se considers un punct P care nu se afli pe diagonalele patratului.
Prin punctul P ducem paralele la laturile si diagonalele patratului astfel incat interiorul patratului
este Tmpartit in 8 suprafete. Coloram alternativ cele 8 suprafete cu alb si negru. Aratati ca aria
suprafetei colorate cu alb este egala cu aria suprafetei colorate cu negru.

Solutie. Notam
RP=a, PN=b, MP=c PQ=d,

RH=2, MFE=y, CF=z DG=t.



9
N
. ]
B
.
Atunci
AM =DQ =a, MB=QC=b, BN=AR=c¢, CN=DR=d.
Rezulta

EB=b—y, QF=b—2 RG=d—-t, AH=c—u.

Notam cu S, aria suprafetei negre. Avem evident
a+b=c+d="{
si triunghiurile RPH, PMFE, PFQ si RPG sunt dreptunghice isoscele, de unde
T =a, Yy =c, b—z=d, d—1t=a.

Atunci
Sn = Aarprr + Aamre + Apner + Argpa

@ (b+z)d+ (d+t)a

2 2 2 2
a’?+ 4+ bd + zd + ad + at

2




Cum z =b—dsit=d— a, obtinem

a’+c+bd+ (b—d)d+ ad + a(d — a)
2
c? 4 2bd + 2ad — d?

2
(c—d)(c+d

Sp =

+ 2bd + 2ad

~—
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(c—d)(a+b
2
ac + bc — ad — bd + 2bd + 2ad
2
ad + bd + ac + bc
2
a(c+d) + b(c+d)
2
(a+b)(c+d)

+ 2bd + 2ad

~—

A
Dar Aapep = (2, deci | S,, = ABCD |

2
Problema 3.
a) Scrieti fiecare dintre numerele 1,2,3,4,5,6,8,9 sub forma
(x+y+2)?
TYZz ’

unde x, ¥, z sunt numere naturale nenule.
b) Demonstrati ca acestea sunt singurele numere naturale care se pot scrie sub aceasta forma.

Solutie.

a) Dacd r —y = 2, atunci N = (3;22 = %2 =2 pentru z € {1,3,9}, deci N € {9,3,1}.
Daca y = 2z si z = 3x, atunci N = 366;”32 = g, pentru z € {1, 3}, deci N € {6, 2}.
Dacd y = x si z = 2z, atunci N = (322 = 126;32 =2 pentru z € {1,2}, deci N € {8,4}.
Pentrux =1,y =4,z =5, avem N = (1J;j55)2 = % = 9.

Prin urmare, toate numerele 1,2, 3,4,5,6,8,9 se scriu sub aceasta forma.

(z+y+2)°
TYZz

Lema. Daca n se poate reprezenta sub forma , atunci n se poate reprezenta si sub

(2 +y + 2)?

o sunder <y+4z, y<az'+z z<az'+y.

forma

(z+y+2)?
Yz

Demonstratie. Fie n = , Cu T+ y + z minim.



Cum n € N, avem z | (z +y + 2)?, deci z | (y + 2)* Fie 2/ =

(W

(@' +y+2)°

2
+y+z>

'Yz (y +2)°
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<(y—l—z)($+y+z)
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(y + 2) N
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(y+2)° "
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()Pl +y+2)? x
- x? (v +2)%yz
(z+y+2)°

TYZ

Deoarece = + y + z este minimal, rezulta © +y + 2 < 2’ +y + 2, deci x < 2/ =

r<y+z Analog,y<z+z z<z+y.

Presupunem acum ca

N =

(x+y+2)?
TYz '

Datorita simetriei expresiei si lemei, putem presupune ca

z<y<z<y+z

Cazul I. Daca z =y > 2 =1, atunci N = (2%1)2

Cazul II. Dacaz =y +1 > 2z =1, atunci N

_ ()2
T oz(z-1)

T

z)?

(y +

. Astfel
O

. Cum z |22+ 1, rezulta . = 1 si N = 0.

_ 4z
r—1"

Pentruca N € N, trebuie z—1 | 4z. Cumz—1 |4z —4(z—1) =4, rezulta v —1 € {1,2,4},

deciz € {2,3,5}. Prin urmare, N € {8,6,5}.

Cazul III. Daca y + 2z > x >y > z > 1, atunci yz — (y + 2)
yz >y +2z>z. Cumz >y > 2z, rezultd zyz > 222 > 4x.

Astfel
(z+y+2)°

TYZ

N =

Prin urmare, singurele solutii ale problemei sunt cele de la punctul a).

Problema 4.

(y —1)(z —1) = 1 > 0. Deci

Fie AABC ascutitunghic, cu BAC = 60° si AB # AC'. Fie punctele U si V pe cercul circumscris
triunghiului ABC, astfel incat AU 1 BC si (AV este bisectoarea unghiului BAC. Daca P este
un punct pe segmentul (UV) astfel incdt UP = 2V P, calculati valoarea raportului

AP N BC = {R}.

AR
RP’

unde

Solutie. Notam cu H ortocentrul, cu O centrul cercului circumscris si cu G centrul de greutate
al triunghiului ABC'. Se stie ca punctele H, G si O sunt coliniare pe dreapta lui Euler si ca

HG =2GO.



Fie D =AUNBC, E=GPNBCsi M =0V NBC. Punctele H si U sunt simetrice fata de
BC, iar deoarece AV este bisectoare, rezulta ca V este mijlocul arcului BC', deci BV = V(.

Cum masura arcului BC' este 120°, avem BAC = 240°, de unde ZBVC = @ = 120°. In
consecinta, ZVBC = ZVCB = 30°.
Pe de alta parte, ZBOC = 2/BAC = 120°, astfel ca ZOBC = ZOCB = 30°. Rezulta ca

patrulaterul OBV C' este un romb, deci punctele O si V' sunt simetrice fata de dreapta BC.
Prin urmare, UVOH este un trapez isoscel. Deoarece P € UV, G € OH si

U°P HG 5
PV GO 7
rezulta ca punctele P si G sunt simetrice fata de BC.
In triunghiul ARD, din EP || AD, teorema fundamentals a asemanarii da
AR  AD
RP  EP’
Cum P si G sunt simetrice fata de BC, avem EP = EG, deci
AR AD
RP  EG’
In plus, in triunghiul M AD, din GE || AD, aceeasi teorema conduce la
AD  AM
EG EM’
AM

Deoarece G este centrul de greutate, rezulta ca z3; = 3. Inlocuind in (1), obtinem

AR

— = 3.
RP




