
Concursul Mate97
Clasa a VIII-a - Bareme

Problema 1.
Determinat, i toate numerele naturale n ≥ 3 cu proprietatea că, pentru orice numere reale a1, a2, a3, . . . , an

cu a1 + a2 + a3 + · · · + an = 0, are loc

a1a2 + a2a3 + · · · + an−1an + ana1 ≤ 0.

Solut, ie. Arătăm că relat, ia este adevărată pentru n = 3 s, i n = 4.
a) Pentru n = 3, avem a1 + a2 + a3 = 0. Rezultă a2

1 + a2
2 + a2

3 + 2a1a2 + 2a2a3 + 2a3a1 = 0, deci

a1a2 + a2a3 + a3a1 = −a2
1 + a2

2 + a2
3

2 ≤ 0.

b) Pentru n = 4, avem a1 + a2 + a3 + a4 = 0. Atunci

a1a2 + a2a3 + a3a4 + a4a1 = a2(a1 + a3) + a4(a3 + a1)
= (a1 + a3)(a2 + a4)
= (a1 + a3)

[
−(a1 + a3)

]
= −(a1 + a3)2 ≤ 0.

Dacă n ≥ 5, arătăm că proprietatea nu are loc. Luăm a1 = 2, a2 = 0, a3 = −1, a4 = −1 s, i
ak = 0, ∀k ≥ 5. Atunci a1 + a2 + · · · + an = 2 − 1 − 1 = 0, dar

a1a2 + a2a3 + a3a4 + a4a5 + · · · + ana1 = 2 · 0 + 0 · (−1) + (−1) · (−1) + (−1) · 0 + · · · + 0 · 2
= 1 > 0.

Problema 2.
Pentru a, b, c, d numere naturale nenule definim expresia

E(a, b, c, d) =
⌊

a + b + c

d

⌋
+
⌊

b + c + d

a

⌋
+
⌊

c + d + a

b

⌋
+
⌊

d + a + b

c

⌋
.

a) Determinat, i mult, imea
M = {E(n, n + 1, n + 2, n + 3) | n ∈ N∗}.

b) Determinat, i valoarea minimă a expresiei E(a, b, c, d).
(cu ⌊x⌋ s-a notat partea întreagă a numărului x)

Solut, ie.
a) Avem

E(n, n + 1, n + 2, n + 3) =
[3n + 3

n + 3

]
+
[3n + 6

n

]
+
[3n + 4

n + 2

]
+
[3n + 5

n + 1

]
.

Avem
2 ≤ 3n + 3

n + 3 < 3 ⇐⇒ 2n + 6 ≤ 3n + 3 ⇐⇒ 3 ≤ n.

Deci [3n + 3
n + 3

]
= 2, ∀n ≥ 3.

De asemenea,
3 ≤ 3n + 6

n
< 4 ⇐⇒ 6 < n,
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de unde [3n + 6
n

]
= 3, ∀n ≥ 7.

Mai avem
2 <

3n + 4
n + 2 < 3 ⇐⇒ 2n + 4 ≤ 3n + 4,

adevărat pentru orice n ∈ N∗, deci[3n + 4
n + 2

]
= 2, ∀n ∈ N∗.

În final, 3 ≤ 3n + 5
n + 1 < 4 ⇐⇒ 3n + 5 < 4n + 4 ⇐⇒ 1 < n. Prin urmare,

[3n + 5
n + 1

]
= 3, ∀n ≥

2 ⇒ E(n, n + 1, n + 2, n + 3) = 10, ∀n ≥ 7.
Pentru valorile rămase:

n = 6 ⇒ E = 11, n = 5 ⇒ E = 11,

n = 4 ⇒ E = 11, n = 3 ⇒ E = 12,

n = 2 ⇒ E = 12, n = 1 ⇒ E = 16.

Deci M = {10, 11, 12, 16}.
b) Deoarece [x] ≥ x − 1, avem

E(a, b, c, d) ≥ a + b + c

d
+ b + c + d

a
+ c + d + a

b
+ d + a + b

c
− 4

=
(

a

b
+ b

a

)
+
(

a

c
+ c

a

)
+
(

a

d
+ d

a

)
+
(

b

c
+ c

b

)
+
(

b

d
+ d

b

)
+
(

c

d
+ d

c

)
− 4

≥ 6 · 2 − 4
= 8.

Cum E(a, b, c, d) ∈ N, rezultă E(a, b, c, d) ≥ 9.

Dar E(5, 5, 5, 4) = 3
[14

5

]
+
[15

4

]
= 3 · 2 + 3 = 9, deci minimul expresiei este 9.

Problema 3.
Pe o tablă este scris init, ial tabelul

12 11
13 12

La un „pas” se adună o linie la cealaltă linie sau o coloană la cealaltă coloană, la alegere. De
exemplu putem face doi „pas, i” astfel:

12 11
13 12 → 12 23

13 25 → 25 48
13 25

a) Arătat, i că după un număr finit de pas, i se poate obt, ine tabloul

109 100
97 89

b) Este posibil să se ajungă, după un număr finit de pas, i, la tabloul

20262027 20262026
20262026 20262025 ?
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Solut, ie.
a) Dacă adunăm de 7 ori prima linie la a doua linie, obt, inem

12 11
13 12 → 12 11

97 89 → 109 100
97 89

Într-adevăr,
12 + 7 · 11 = 12 + 77 = 89,

iar
13 + 7 · 12 = 13 + 84 = 97.

Apoi adunăm linia a doua la linia întâi.
b) Observăm că adunând o linie la cealaltă linie sau o coloană la cealaltă coloană, pentru o tablă

de forma (
a b
c d

)
,

se păstrează valoarea
I = ad − bc.

Într-adevăr, putem obt, ine tabelele(
a a + b
c c + d

)
,

(
a + b b
c + d d

)
,

(
a + c b + d

c d

)
,

(
a b

a + c b + d

)
.

Pentru acestea avem:

I ′ = a(c + d) − c(a + b) = ac + ad − ac − bc = I,

I ′ = (a + b)d − b(c + d) = ad + bd − bc − bd = I,

I ′ = (a + c)d − c(b + d) = ad + cd − bc − cd = I,

I ′ = a(b + d) − b(a + c) = ab + ad − ab − bc = I.

Deci I este invariant.
Init, ial,

I = 122 − 13 · 11 = 144 − 143 = 1.

La final ar trebui să avem o tablă de forma(
a + 1 a

a a − 1

)
,

pentru care I ′ = (a + 1)(a − 1) − a2 = a2 − 1 − a2 = −1.
Cum I ′ ̸= I, rezultă că nu se poate.

Problema 4.
Fie V ABC o piramidă triunghiulară regulată ale cărei fet,e laterale sunt triunghiuri dreptunghice.
Fie M ∈ (V B), N ∈ (V C) s, i P piciorul perpendicularei din V pe planul (AMN).
a) Demonstrat, i că

1
V P 2 = 1

V A2 + 1
V M2 + 1

V N2 .

b) Dacă, în plus, V M + V N = V A = ℓ:
i) determinat, i, în funct, ie de ℓ, distant,a maximă de la V la planul (AMN);
ii) demonstrat, i că V̂ AM + V̂ AN + M̂AN = 90◦.

Solut, ie.
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a) Avem V A ⊥ V M, V A ⊥ V N, s, i cum V M, V N ⊂ (V MN), rezultă V A ⊥ (V MN).
Deoarece MN ⊂ (V MN), avem V A ⊥ MN. Pe de altă parte, V P ⊥ (AMN), iar MN ⊂
(AMN), deci V P ⊥ MN. Prin urmare, MN ⊥ (V AP ). Cum AP ⊂ (V AP ), rezultă MN ⊥
AP.
Notăm AP ∩ MN = {D}. În triunghiul dreptunghic V AP , cu ∠V = 90◦, avem V P ⊥ AD.

Prin urmare, V P = V A · V D

AD
, deci

V P 2 = V A2 · V D2

AD2 = V A2 · V D2

V A2 + V D2 .

Dar V D este înălt, ime în triunghiul dreptunghic V MN , deci

V D2 = V M2 · V N2

V N2 + V M2 .

Rezultă
V P 2 = V A2 · V M2 · V N2

V A2 · V N2 + V A2 · V M2 + V M2 · V N2 .

Prin urmare,
1

V P 2 = 1
V A2 + 1

V M2 + 1
V N2 .

b) i) Notăm V A = ℓ, V M = x, de unde V N = ℓ − x. Avem

1
V M2 + 1

V N2 ≥ 2
√

1
V M2 · 1

V N2 = 2
V M · V N

.

Dar √
V M · V N ≤ V M + V N

2 = x + ℓ − x

2 = ℓ

2 ,

deci V M · V N ≤ ℓ2

4 . Prin urmare,

1
V M2 + 1

V N2 ≥ 2
V M · V N

≥ 8
ℓ2 .

Astfel
1

V P 2 = 1
V A2 + 1

V M2 + 1
V N2 ≥ 1

ℓ2 + 8
ℓ2 = 9

ℓ2 .

Deci V P 2 ≤ ℓ2

9 , adică V P ≤ ℓ

3 .

Prin urmare, maximul este ℓ

3 , s, i se atinge pentru M s, i N mijloacele muchiilor.
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ii) Fie D simetricul lui V fat,ă de dreapta BC. Atunci V BDC este pătrat.
Avem V M + V N = V B = V C, de unde V M = NC, V N = MB.
Rezultă △V AM ≡ △CDN (C.C.) s, i △V AN ≡ △BDM (C.C.).
Prin urmare, ∠V AM = ∠CDN s, i ∠V AN = ∠MDB.
De asemenea, AM = ND, AN = MD, MN = MN. Deci △AMN ≡ △DNM (L.L.L.),
de unde ∠MAN = ∠MDN.
Prin urmare,

∠V AM + ∠V AN + ∠MAN = ∠NDC + ∠BDM + ∠MDN = ∠BDC = 90◦.
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