Concursul Mate97
Clasa a VIII-a - Bareme

Problema 1.
Determinati toate numerele naturale n > 3 cu proprietatea ca, pentru orice numere reale a,, as, as, . . . , a,
cua;+as+asg+---+a, =0, are loc

aras + asas + - - + Gp_1a, + azaq < 0.

Solutie. Aratam ca relatia este adevarata pentru n = 3 si n = 4.
a) Pentru n = 3, avem a; + az + az = 0. Rezulta a% + a% + a§ + 2aq1as 4 2asa3 + 2aza; = 0, deci
2, 2 2
aj + a3+ az <0

2
b) Pentru n =4, avem a; + as + a3 + a4 = 0. Atunci

ai1a9 + aga3 + asa; = —

ajag + asag + azay + aga; = ag(ay + az) + agasz + aq)
= (a1 + a3)(az + as)
= (a1 + as)[—(ar + a3)]
= —(a; + a3)* < 0.

Daca n > 5, aratam ca proprietatea nu are loc. Luam a; = 2, ap = 0, a3 = —1, ay = —1 si
a, =0, Vk > 5. Atuncia; +as+---4+a,=2—1—1=0, dar

ajas + asaz + asay + agas + - +apay =2-04+0-(=1)+(=1)- (=) +(-1)-0+---+0-2
=1>0.

Problema 2.
Pentru a, b, ¢, d numere naturale nenule definim expresia

a+b+cJ {b+c+dJ {c+d+aJ {d+a+bJ
—_— |+ + .

d a b

E(a,b,c,d) =
(@b =| :

a) Determinati multimea

M={Enn+1,n+2n+3)|neN}
b) Determinati valoarea minima a expresiei £(a,b, ¢, d).
(cu |x| s-a notat partea intreaga a numarului z)

Solutie.
a) Avem
3 3 3 6 3 4 3 5
E(n,n+1,n+2,n+3):[n+ }j{ n }Jr{ n ] {n—i— ]
n+3 n n+ 2 n+1
Avem 3m 4 3
2 < 2" ;<3 MI6<mi3e>3<n
n
Deci 3+ 3
[n }:2, Vn > 3.
n+3
De asemenea,
3 6
3< 0y b<n,

n



de unde

[%ﬁﬁ}:& Vn > 7.
n

Mai avem _—
" 5 <3<=2n+4<3n+4,

2 <
n -+

adevarat pentru orice n € N*, deci

3 4
s e
n+ 2
In final, 3 < 3ni o <4<=3n+5<4n+4 <=1 < n. Prin urmare, {371_:_15} =3, Vn >
n n
2= Enn+1,n+2n+3)=10, Yn > T.
Pentru valorile ramase:
n=6=F=11, n=5=FE=11,
n=4=FE=11, n=3=LE=12,
n=2=FE=12, n=1= E =16.
Deci M = {10, 11,12, 16}.
b) Deoarece [x] >z — 1, avem
b b d d d b
E(abcd) > 2tote orerd, chdva, cratd
d a b c
— g_|_é +<a+c>+ g_‘_g + 9_{_? + é+g + E_‘_g 4
\b o« c a d a c b d b d c
>6-2—4
=8.
Cum FE(a,b,c,d) € N, rezulta E(a,b,c,d) > 9.
14 15
Dar E(5,5,5,4) =3 [5} + [4} =32+ 3 =09, deci minimul expresiei este 9.
Problema 3.
Pe o tabla este scris initial tabelul
1211
1312

La un ,pas” se aduna o linie la cealalta linie sau o coloana la cealalta coloana, la alegere. De
exemplu putem face doi ,,pasi” astfel:

12 11_>12 23_>25 48
13|12 13125 13125

a) Aratati ca dupa un numar finit de pasi se poate obtine tabloul

109 | 100
97 | 89

b) Este posibil sa se ajunga, dupa un numar finit de pasi, la tabloul

20262027 | 20262026
20262026 | 20262025




Solutie.
a) Daca adunam de 7 ori prima linie la a doua linie, obtinem

12|11 . 12 111 . 109 | 100
13112 97 | 89 97 1 89

Intr-adevar,
124711 =12+ 77 =89,

iar
134+7-12=13+84 = 97.

Apoi adunam linia a doua la linia Intai.
b) Observam ca adunand o linie la cealalta linie sau o coloana la cealalta coloana, pentru o tabla

de forma
a b
c d)’

I = ad — be.

se pastreaza valoarea

Intr-adevir, putem obtine tabelele

a a+b a+b b at+c b+d a b
c c+d)’ c+d d)’ c d ’ at+c b+d)-

Pentru acestea avem:

I'=a(c+d)—cla+b) =ac+ad—ac—bc=1,
I' = (a+b)d—blc+d) = ad+bd — be — bd = I,
I'=(a+c)d—clb+d)=ad+cd—bc—cd=1,
I'=alb+d)—bla+c)=ab+ad—ab—bc=1.

Deci I este invariant.
Initial,
I=122-13-11 =144 —143 = 1.

La final ar trebui sa avem o tabla de forma

a+1 a
a a—1)’

pentru care I’ = (a+1)(a—1) —a* =a?> — 1 —a® = —1.
Cum I’ # I, rezulta ca nu se poate.

Problema 4.
Fie VABC o piramida triunghiulara regulata ale carei fete laterale sunt triunghiuri dreptunghice.
Fie M € (VB), N € (VC) si P piciorul perpendicularei din V' pe planul (AMN).

a) Demonstrati ca
1 1 1 1

VP VA VMR VNE
b) Daca, in plus, VM + VN =V A =¢(:
i) determinati, in functie de ¢, distanta maxima de la V' la planul (AM N);
ii) demonstrati ca VAM + VAN + MAN = 90°.

Solutie.



a)

Avem VA L VM, VA L VN, sicum VM,VN C (VMN), rezulta VA L (VMN).

Deoarece MN C (VMN), avem VA L MN. Pe de alta parte, VP L (AMN), iar MN C

(AMN), deci VP L MN. Prin urmare, MN L (VAP). Cum AP C (VAP), rezulta MN L

AP.

Notam AP N MN = {D}. In triunghiul dreptunghic VAP, cu ZV = 90°, avem VP 1L AD.

VA-VD
AD

Prin urmare, VP = , deci

VA2 VD*  VA?.VD?
 AD?2 VA24+VD?

Dar V D este inaltime in triunghiul dreptunghic VM N, deci

V P?

2 2
VD? = M
VN2 +VM?
Rezulta
VA%2.VM?.-VN?

VP = :
VA2 . VN2+VA2.VM?+VM?-VN?

Prin urmare,

11 N 1 N 1
VP2 VA2 VM2 VN?

V

i) Notam VA=1/¢, VM =z, de unde VN = /¢ — z. Avem

1 N 1 >2/ 1 1 2
VM2 VN2~ "\\VM2 VN2 VM-VN’

Dar
VM+VN 0 — 14
VVM VN < ;“ :‘”2 x:?
€2
deci VM - VN < T Prin urmare,
1 1 2 8
+ > > —,
VM?2 VN2 —VM-VN — 02
Astfel
1 . 1 N 1 S 1 N 8 9
VP2 VA2 VM2 VN2 =2 2 2

02 ¢
Deci VP? < 5 adica VP < 3

Prin urmare, maximul este 3 si se atinge pentru M si N mijloacele muchiilor.



ii) Fie D simetricul lui V fata de dreapta BC. Atunci VBDC' este patrat.
Avem VM + VN =VB=V(C,deunde VM = NC, VN = MB.
Rezulta AVAM = ACDN (C.C.) si AVAN = ABDM (C.C.).
Prin urmare, ZVAM = ZCDN si ZVAN = ZMDB.
De asemenea, AM = ND, AN = MD, MN = MN. Deci AAMN = ADNM (L.L.L.),
de unde ZMAN = ZMDN.

Prin urmare,

LVAM + LVAN + LMAN = ZNDC + ZBDM + ZMDN = ZBDC = 90°.




